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1 Einleitung
1.1 Motivation
Die von Black und Scholes aufgestellte Theorie der Optionsbewertung stellt eine der erfolg-
reichsten Anwendungsgebiete der Mikroökonomie dar. Die von ihnen hergeleitete Options-
bewertungsformel wurde unmittelbar nach ihrer Publikation von Optionshändlern eingesetzt
und wird seitdem weltweit angewendet.1 Für die Herleitung dieser für die Kapitalmarkttheorie
bahnbrechenden Formel wurden ihre Erfinder 1997 mit dem Nobelpreis für Wirtschaftswis-
senschaften ausgezeichnet.
Den Grundgedanken des Optionsbewertungsmodells stellt die Schaffung eines Hedgeport-
folios aus einer Aktie und einer Stillhalterposition in Call-Optionen auf diese Aktie dar. Die
Anzahl der Optionen wird dabei so gewählt, daß der Wert des Portfolios unabhängig von
Kursänderungen der Aktie ist. Dadurch ist das Hedgeportfolio risikolos und muß mit dem si-
cheren Zinssatz verzinst werden, da andernfalls Arbitrage möglich wäre. Aus der Wertände-
rung des Hedgeportfolios können bei Gültigkeit der Annahmen des Black-Scholes-Modells
diejenigen Ableitungen der Optionsbewertungsformel ermittelt werden, die die Arbitragefrei-
heit des Hedgeportfolios garantieren. Mit Hilfe der Arbitragefreiheitsbedingungen für die
Ableitungen der Optionspreisformel ist es möglich, die eigentliche Optionsbewertungsformel
zu ermitteln. Wenn der Optionspreis am Markt von dem theoretisch ermittelten Wert ab-
weicht, ist Arbitrage möglich, indem das Hedgeportfolios gehalten bzw. leerverkauft wird.
Dieser Arbitrage-Prozeß sorgt in der Modellwelt von Black-Scholes dafür, daß die Arbitrage-
gelegenheit vollständig abgebaut wird, so daß sich nach einer gewissen Zeit wieder der theo-
retische Optionspreis einstellt. Dadurch wird eine Optionsbewertung ermöglicht, die unab-
hängig von den Risikoeinstellungen der Marktteilnehmer ist. Die modelltheoretische Überle-
genheit des Black-Scholes-Modells gegenüber anderen Konzepten zur Optionsbewertung, die
spezielle Forderungen an die Nutzenfunktion der Marktteilnehmer (z.B. Risikoneutralität oder
bestimmte Arten risikoaverser Nutzenfunktionen) stellen, beruht darin, daß das Black-
Scholes-Modell für alle Nutzenfunktionen mit positiver Ableitung nach dem Endvermögen
gilt. Diese Eigenschaft der Nutzenfunktion, der streng positive Grenznutzen von Geld, ist in
den Wirtschaftswissenschaften unumstritten, so daß das Black-Scholes-Modell bezüglich der
Annahmen zur Nutzenfunktion das allgemeingültige Modell darstellt.
Andere Anforderungen des Black-Scholes-Modells sind hingegen deutlich unrealistischer.
Einige Modellannahmen (z.B. die stetige Kursentwicklung, die uneingeschränkten Leerver-
                                                
1 Bühler (1996)
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kaufsmöglichkeiten oder die Transaktionskostenfreiheit) sind an keiner Börse der Welt erfüllt.
Die Verletzung dieser Modellannahmen besitzt aber, wie später noch gezeigt werden wird,
erhebliche Auswirkungen auf die Gültigkeit des Modells. Deswegen können bei der Anwen-
dung des Black-Scholes-Modells zur Optionsbewertung an realen Börsen teilweise erhebliche
Fehler auftreten. Dies kann erklären, warum die Erfinder des Modells nicht in der Lage wa-
ren, ihr Wissen um den wahren Optionspreis zur Erzielung überdurchschnittlicher Renditen
durch die Ausnutzung fehlbepreister Optionen einzusetzen. Trotzdem wird das Modell man-
gels besserer Alternativen von allen führenden Marktteilnehmern zumindest zur Ermittlung
eines Richtpreises für den fairen Optionspreis angewendet. Eine Größe des Black-Scholes-
Modells, die implizite Volatilität des Underlyings, hat bei der Kursstellung im Interbanken-
handel mittlerweile sogar die Preisfunktion übernommen, und seit 1998 ist es mittels des
VOLAX2 sogar möglich, Terminkontrakte auf die implizite Volatilität des DAX abzuschlie-
ßen.3
Die Verletzung der Modellannahmen an realen Börsen besitzt so gravierende Auswirkungen
auf die Funktionsweise des Arbitrageprozesses, daß der Arbitrageprozeß selbst nicht garantie-
ren kann, daß sich ein Optionspreis in der Nähe des vom Black-Scholes-Modell vorhergesag-
ten Preises einstellt. Deswegen wird in dieser Arbeit - ausgehend von allgemeineren Annah-
men - ein auf dem CAPM basierendes Optionsbewertungsmodell hergeleitet, welches das
Black-Scholes-Modell immer noch als Spezialfall enthält, aber genauere Prognosen für den
fairen Optionspreis ermöglicht.
1.2 Aufbau der Arbeit
Im zweiten Kapitel werden die in dieser Arbeit verwendeten Grundbegriffe der Optionen dar-
gestellt. Anschließend werden die Geschichte und Entwicklung der Optionen und der Opti-
onspreistheorie beschrieben. Der letzte Teil des Kapitels ist dem Risikobegriff gewidmet.
Darin wird die historische Entwicklung der Berücksichtigung des Risikos in den Wirtschafts-
wissenschaften umrissen. Danach sollen Konzepte zur Messung des Risikos vorgestellt und
wichtige Begriffe wie Sicherheitsäquivalent und Risikoprämie erklärt werden. Abschließend
werden das Konzept des Erwartungsnutzens erläutert sowie der Einfluß des Risikos auf die
Nutzenfunktionen der Marktteilnehmer untersucht.
                                                
2 zum VOLAX vgl. auch Roth (1998)
3 Die Einführung des VOLAX muß allerdings aus heutiger Sicht wegen der spärlichen Umsätze als Mißerfolg
gewertet werden.
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Im dritten Kapitel erfolgt die Herleitung des CAPM als Nutzenoptimierungsproblem des Ka-
pitalanlegers. Anschließend wird das Konzept der Wertpapierbewertung mit Hilfe des CAPM
dargestellt und auf die theoretische und praktische Überprüfbarkeit des CAPM mittels empiri-
scher Untersuchungen eingegangen. Danach werden in dem Kapitel die Kritikpunkte des
CAPM analysiert und Weiterentwicklungen des ursprünglichen Modells vorgestellt.
Im vierten Kapitel wird - ausgehend von einem Hedgeportfolio, das aus einer Aktie und Still-
halterpositionen in der Option besteht - das Optionsbewertungsmodell von Black und Scholes
hergeleitet. Es wird gezeigt, daß die ersten Ableitungen der Optionsbewertungsformel nach
der Zeit und dem Aktienkurs sowie die zweite Ableitung nach dem Aktienkurs tatsächlich der
Arbitragefreiheitsbedingung entsprechen. Abschließend wird auf die ARCH-Modelle als
Weiterentwicklungen des Black-Scholes-Modells eingegangen.
Im fünften Kapitel werden die Kritikpunkte am Black-Scholes-Modell analysiert, wobei die
Argumente für das Nichtfunktionieren des Arbitrageprozesses in der realen Welt einen
Schwerpunkt darstellen. Im Anschluß daran werden das Konzept der impliziten Volatilität
sowie das Phänomen des Volatility Smile vorgestellt.
Im sechsten Kapitel wird ein auf dem CAPM beruhendes Optionsbewertungsmodell entwik-
kelt. Dieses Grundmodell enthält dabei immer noch das Black-Scholes-Modell als Spezialfall.
Für die Anwendbarkeit des Modells ist aber die Kenntnis der genauen Parameter des Zufalls-
prozesses, der die Kursentwicklung beschreibt, erforderlich. Da die Meinung der Marktteil-
nehmer über diese Parameter am Markt nicht direkt gemessen werden kann, ist eine direkte
empirische Überprüfung des Modells nicht möglich. Deswegen wird das Modell modifiziert,
indem zusätzlich die Modellannahme eingeführt wird, daß der Erwartungswert des Wach-
stums aus am Markt öffentlich verfügbaren Daten (historische Kurse und Umfragen) ermittelt
werden kann. Mit Hilfe dieser Modellvarianten können aus dem Kurs der Am-Geld-Option
die Verteilungsparameter µ und σ der Kursentwicklung des Underlyings ermittelt werden,
wodurch die empirische Überprüfung gewährleistet wird. Als Benchmark für den empirischen
Vergleich dient dann das Black-Scholes-Modell. Das Ergebnis der empirischen Untersuchung
belegt, daß das im Rahmen dieser Arbeit entwickelte CAPM-basierte Optionsbewertungsmo-
dell mit signifikant geringeren Fehlern als das Black-Scholes-Modell behaftet ist.
Im siebenten Kapitel erfolgt ein Resümee der Ergebnisse dieser Arbeit.
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2 Begriffsklärung
2.1 Grundbegriffe der Optionen
Unter einer Option wird im finanzwirtschaftlichen Sinne „...das zeitlich befristete Recht auf
Abwicklung einer Transaktion zu einem bestimmten Preis...“4 verstanden. Der Gegenstand,
der dem Optionsgeschäft zugrunde liegt, ist die Basis oder das Underlying der Option. Der
Inhaber des Optionsrechtes wird als Optionsnehmer oder Käufer der Option und der Verkäu-
fer des Optionsrechtes wird als Stillhalter der Option bezeichnet. Ist die Ausübung des Opti-
onsrechtes nur am Ende der vereinbarten Frist, dem Fälligkeitstag der Option, möglich, dann
handelt es sich um eine europäische Option. Bei amerikanischen Optionen dagegen ist die
Ausübung des Optionsrechtes durch den Optionsinhaber während der gesamten Laufzeit
möglich. In dieser Arbeit werden ausschließlich Optionen europäischen Typs berücksichtigt,
da das Black-Scholes-Modell nur für sie entwickelt wurde und an der Eurex (vormals Deut-
sche Terminbörse DTB) auch nur diese gehandelt werden5 und die empirische Überprüfung
der Optionsbewertungsmodelle auf Basis der an der Eurex ermittelten Kurse der Optionen auf
den Deutschen Aktienindex (DAX) erfolgt.6
Der bei Abschluß des Optionskontraktes vereinbarte Preis, zu dem die Transaktion stattfindet,
wird Ausübungs- oder auch Strikepreis (S) genannt. In der überwiegenden Mehrzahl der Op-
tionsverträge und bei allen an der Eurex gehandelten Optionen ist dieser eine konstante Grö-
ße. Lediglich in Spezialfällen ist der Ausübungspreis eine von exogenen Faktoren abhängige
Funktion.7 Die Untersuchungen in dieser Arbeit beschränken sich jedoch auf konstante Aus-
übungspreise.
Besitzt der Optionsnehmer das Recht, das Underlying zum Ausübungspreis zu kaufen oder
aber eine Zahlung in Höhe der Differenz zwischen dem Kurs des Underlyings am Aus-
übungstag und dem Ausübungspreis zu erhalten, dann handelt es sich um eine Kaufoption, die
auch als Call bezeichnet wird. Im Gegensatz dazu besitzt der Käufer einer Verkaufsoption
oder eines Puts das Recht, das Underlying zum Ausübungspreis zu verkaufen oder aber eine
Zahlung in Höhe der Differenz zwischen dem Ausübungspreis und dem Kurs des Underlyings
                                                
4 Woll (1992, S. 529)
5 Loistl (1992, S. 321)
6 Wenn während der Laufzeit einer Kaufoption keine Dividende gezahlt wird, so entspricht der Wert einer ame-
rikanischen Kaufoption dem Wert einer gleich ausgestatteten europäischen Kaufoption. Zum Beweis verglei-
che Merton (1973, S. 156 ff.). Bei Verkaufsoptionen hingegen besitzt das Recht auf vorzeitige Ausübung
auch bei Ausschluß von Dividendenzahlungen einen Wert, weswegen die Preise amerikanischer Verkaufsop-
tionen über denen europäischer liegen. Zur Bewertung des Rechtes auf vorzeitige Ausübung bei Verkaufsop-
tionen vergleiche auch Preuß (1993, S. 34-49).
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am Ausübungstag zu erhalten.8 Die Untersuchung in dieser Arbeit beschränkt sich lediglich
auf die Bewertung von Call-Optionen, da die Preise von Put-Optionen wegen der Put-Call-
Parität aus den Preisen der gleichlaufenden Call-Optionen auf das gleiche Underlying be-
stimmt werden können.9
Nach Art des Optionsvertrages werden Optionen unterschieden in Optionen mit physischer
Lieferung des Underlyings und in Optionen mit Barausgleich, bei denen lediglich die Diffe-
renz aus Ausübungspreis und Marktpreis des Underlyings ausbezahlt wird, ohne daß eine Lie-
ferung erfolgt. Für die Optionsbewertung spielt diese Unterscheidung keine Rolle, da die
Preisermittlung stets rein wertmäßig erfolgt und die Werte bei Vernachlässigung von Trans-
aktionskosten identisch sind. Die Optionskontrakte mit tatsächlicher Lieferung werden in der
Regel dann bevorzugt, wenn der tatsächliche Erwerb oder Verkauf des Underlyings Ziel des
Optionskontraktes ist.10 Optionsverträge werden dagegen mit Zahlung als Barausgleich aus-
gestattet, wenn die physische Lieferung wie z.B. bei Indexoptionen nicht erfolgen kann, da
das Underlying nicht vorliegt, oder aber wenn die physische Lieferung des Optionsgegenstan-
des nicht erwünscht ist. Dies ist insbesondere bei Strategien zur Risikoabsicherung und bei
reinen Spekulationsgeschäften der Fall.
2.2 Ursprünge der Optionen
Verträge mit Optionscharakter stellen seit Jahrtausenden einen Bestandteil der Geschäftsbe-
ziehungen der Menschen untereinander dar. Schon in der Bibel11 sind Optionsgeschäfte er-
wähnt. So erhielt Jakob die (europäische) Option12 geschenkt, für 7 Jahre Feldarbeit die schö-
ne Rahel heiraten zu dürfen.13 Leider ist dies aber auch der erste verbürgte Fall, in dem der
Stillhalter seine Verpflichtungen aus dem Optionskontrakt nicht eingehalten hatte.14
                                                                                                                                                        
7 Zu Anwendungsbeispielen und zur Bewertung von Optionen mit veränderlichen Ausübungspreisen vergleiche
auch Fischer (1978), Margrabe (1978), Stulz (1982) und Johnson (1987).
8 Loistl (1992, S. 298)
9 zur Put-Call-Parität vergleiche auch Stoll (1969, S. 801-824), Copeland/Weston (1992, S. 250 ff.) und Loistl
(1992, S. 332 ff.)
10 So kann zum Beispiel in Deutschland eines der Motive für den Stillhalter einer Kaufoption der Verkauf des
Underlyings nach Ablauf der  Spekulationsfrist sein. Der Stillhalter erzielt bei Wahl eines sehr niedrigen Aus-
übungspreises quasi einen Terminverkauf.
11 Die Bibel, Altes Testament, 1. Buch Moses, 29. Kapitel: Jakob dient um Lea und Rahel
12 Theologen und Geschichtswissenschaftler mögen einwenden, daß Jakob moralisch nicht das Recht hatte, die
Hochzeit auszuschlagen, wenn ihm seine Braut bei Fälligkeit der Option nicht mehr gefiele. In diesem Fall
würde es sich nicht um ein Optionsgeschäft, sondern um einen Terminkontrakt handeln.
13 Eine Besonderheit dieses Optionskontraktes ist, daß der Ausübungspreis nicht bei Fälligkeit, sondern konti-
nuierlich in Form der geleisteten Feldarbeit gezahlt wird. Wird Jakob im Fall der Nichtausübung für seine Ar-
beit nicht entlohnt, so besitzt die Option zum Zeitpunkt der Fälligkeit den Ausübungspreis von Null.
14 Jakob wurde betrogen, indem er anstelle der versprochenen Rahel ihre weniger anmutige Schwester Lea er-
hielt.
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Die Optionsverträge in der Geschichte stellten größtenteils Gewinnbeteiligungen an kriegeri-
schen Projekten, Eroberungs- oder Entdeckungsfahrten dar. So weist der Kaperbrief des Sir
Francis Drake ebenso wie das Christoph Kolumbus für die Entdeckung des westlichen See-
weges nach Indien versprochene Recht auf die Vizekönigswürde in den neu eroberten Län-
dern einen eindeutigen Optionscharakter auf. Aber auch im friedlichen Handel wurden Ge-
schäfte mit Optionscharakter getätigt. So stellten zum Beispiel die Gewinnbeteiligungen an
Handelsfahrten der Hanse Optionen dar. Die überwiegende Mehrheit der Optionsgeschäfte in
der Geschichte waren in der Regel nicht übertragbar, weswegen ein Handel mit diesen Opti-
onsrechten nicht erfolgen konnte. Aus diesem Grund spielte die Bestimmung des fairen Wer-
tes der Optionen bis zum Beginn unseres Jahrhunderts lediglich eine untergeordnete Rolle.
Die Optionen in ihrem heutigen Sinne als handelbare Optionsrechte auf Wertpapiere, Wäh-
rungen, Rohstoffe oder Indizes entwickelten sich aus den Wandel- und Optionsanleihen, de-
ren Ursprünge sich bis in die 60er Jahre des 19. Jahrhunderts zurückverfolgen lassen.15 Ursa-
che der zunehmenden Verbreitung der Optionsanleihen war die asymmetrische Beteiligung
der Fremdkapitalgeber am Unternehmenserfolg. Während die Fremdkapitalgeber an einer
guten Geschäftsentwicklung nur in Höhe ihrer Fremdkapitalzinsen profitierten, waren sie bei
einer schlechten Geschäftsentwicklung durch den möglichen Verlust ihres eingesetzten Ka-
pitals voll beteiligt. Durch die Begebung von Optionsanleihen konnten die Fremdkapitalgeber
durch das Optionsrecht auch an der guten Geschäftsentwicklung partizipieren, während
gleichzeitig die Kosten der Fremdfinanzierung für das Unternehmen sanken, da Optionsanlei-
hen wegen des zusätzlichen Optionsrechtes eine niedrigere Verzinsung als Anleihen ohne
Optionsrecht aufweisen.
Durch die Möglichkeit, das Optionsrecht von der Anleihe physisch zu trennen, konnten sich
aus den Sekundärmärkten für die Optionsrechte die heutigen Optionsmärkte entwickeln. Die-
se Märkte verzeichneten eine starke Eigendynamik, die durch die Erleichterung des Options-
handels aufgrund der Fortschritte in der Computertechnologie noch zusätzlich verstärkt wur-
de. Wie stark das Wachstum ist, wird daran deutlich, daß sich der Handel mit Aktienindexop-
tionen in den USA allein in den 3 Jahren von 1983 bis 1985 verneunfachte.16
                                                
15 Ziemer (1990, S. 512)
16 Blank (1991, S. 50)
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2.3 Ursprünge der Optionsbewertung
Mit der zunehmenden Verbreitung von Optionen war die Frage nach dem fairen Optionspreis
verbunden. Bevor die heute existierenden Optionspreismodelle entwickelt wurden, konnten
die getätigten Geschäfte mit Optionscharakter nur mit Hilfe des Erwartungswertes der Aus-
zahlung der Option, der anschließend noch mit einem Risikozuschlag diskontiert wurde, be-
wertet werden. Doch schon allein die Bestimmung des Erwartungswertes der Optionsauszah-
lung war mit großen Problemen behaftet.
Als erster Meilenstein auf dem Gebiet der Optionsbewertung gilt zweifellos das Optionsbe-
wertungsmodell von Luis Bachelier17 im Jahr 1900. In seiner Dissertation „Theorie der Spe-
kulation“ legte er mit dem aus der Thermodynamik übernommenen Random-Walk-Konzept
den Grundstein für die noch heute akzeptierten Verteilungsannahmen für Wertpapiere in der
Kapitalmarkttheorie. Gleichzeitig formulierte er eine für die damalige Zeit revolutionäre
Gleichgewichtsbedingung für Wertpapiere, indem er postulierte, daß die Spekulation auf dem
Markt dafür sorgt, daß der Erwartungswert einer Spekulation Null sein muß. Ausgehend von
diesen Modellannahmen entwickelte Bachelier dann seine Optionsbewertungsformel.
Die Arbeiten von Bachelier fanden aber weder an den Finanzmärkten Anwendung, noch wur-
den sie in der Wissenschaft beachtet. Der Gedanke, daß sich Wissenschaftler – noch dazu
Mathematiker – mit so etwas Absurdem wie Finanzmärkten beschäftigten, wurde zur damali-
gen Zeit als sehr abwegig empfunden. Die Finanzmärkte galten nach damaliger ökonomischer
Theorie lediglich als monetärer Überbau der realen Wirtschaft, so daß ihnen aus wirtschafts-
wissenschaftlicher Sicht keine Bedeutung zugemessen werden konnte. Das Modell von Ba-
chelier geriet in Vergessenheit und wurde erst 50 Jahre später per Zufall wiederentdeckt.18
Erst in den 50er Jahren fanden Optionen wieder das Interesse der Wissenschaft. Versuche, die
Optionspreisformel mittels einer Regressionsanalyse ermitteln zu können (Kruizenga, Bo-
ness), waren aufgrund der damaligen rechentechnischen Möglichkeiten nur von geringem Er-
folg gekrönt. Insbesondere der Umstand, daß damals nur die Rechner des Militärs in der Lage
waren, die erforderlichen Berechnungen durchzuführen, machte einen praktischen Einsatz zur
Optionsbewertung an den Börsen unmöglich.
                                                
17 Bachelier (1900, [1964])
18 Bernstein (1992, S. 22.)
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Ein neues theoretisches Konzept zur Optionsbewertung kam in den 60er Jahren mit dem Sie-
geszug des CAPM auf. Sprenkle entwickelte 1961 ein Optionsbewertungsmodell auf Basis
des CAPM, das auf Risiko-Ertrags-Überlegungen beruhte. Ausgehend von einem Random-
Walk-Prozeß der Kursentwicklung der Wertpapiere unterstellte Sprenkle, daß die relativen
Kursänderungen normalverteilt seien. Dies ermöglichte ihm die exakte Bestimmung des Er-
wartungswertes der Optionsauszahlungen. Als Risikomaß zur Bestimmung des Diskontfak-
tors, der aus dem Erwartungswert den fairen Optionspreis ermittelt, verwendete Sprenkle -
dem damaligen Stand der Informationstechnologie geschuldet - aber nicht die Standardabwei-
chung der Optionsauszahlungen, sondern den relativ einfach zu ermittelnden Hebel der Opti-
on, obwohl ihm die Arbeiten von Markowitz durchaus bekannt waren. Trotz seiner beachtli-
chen Ergebnisse konnte sich Sprenkles Optionsbewertungsmodell in der Praxis nicht durch-
setzen, da seine praktische Umsetzung für die Erfordernisse der Marktteilnehmer viel zu auf-
wendig war. Das im Rahmen dieser Arbeit entwickelte Modell versteht sich als eine direkte
Weiterentwicklung des Sprenkle-Modells unter Verwendung der Standardabweichung als
korrektem Risikomaß.
Ausgehend von der mit dem CAPM kompatiblen Überlegung zur Nutzenfunktion der Wirt-
schaftssubjekte, daß die erwartete Rendite aus dem Halten einer Option größergleich sein
muß, als die erwartete Rendite des Underlyings, entwickelte Samuelson19 1965 sein Modell
zur Berechnung eines Mindestpreises einer Option. Der Erwartungswert der Rendite aus dem
Halten der Option wurde dabei von Samuelson für jede einzelne Option als exogen gegeben
angenommen. Der entscheidende Unterschied des im Rahmen dieser Arbeit entwickelten Op-
tionsbewertungsmodells zum Samuelson-Modell besteht darin, daß anstelle des exogen vor-
gegebenen Wertes der Erwartungswert der Rendite aus dem Halten der Option endogen aus
den übrigen Modellparametern20 ermittelt wird.
Parallel zu den auf CAPM-Überlegungen beruhenden Kapitalmarktmodellen wurde zu dieser
Zeit das Modell zustandsbedingter Wertpapiere21 hergeleitet, aus dem dann später das Arbi-
trage-Pricing-Theorie-Modell22 (APT-Modell) entwickelt wurde. Obwohl dieses Modell zu-
nächst eigentlich keine direkte Verbindung mit der Optionspreisbewertung besitzt, ermöglicht
es, den Optionspreis unabhängig von den Eintrittswahrscheinlichkeiten und damit unabhängig
vom Erwartungswert der Optionsauszahlung und somit auch unabhängig von der Verteilungs-
                                                
19 Samuelson (1965)
20 Verteilungsparameter des Underlyings, sicherer Zinssatz und Ausstattungsmerkmale der Option
21 zum Modell zustandsbedingter Wertpapiere vergleiche Truxius (1980, S 44-91), Strong/Walker (1987, S. 28 -
49) sowie Eichberger/Harper (1997, S. 95-114)
22 zum APT vgl. Chen (1983), Huberman (1982) und Ingersoll (1984)
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funktion der Optionsauszahlung zu ermitteln, da andernfalls in dem Modell Arbitrage möglich
wäre. Weichen die Preise der Option von dem arbitragefreien, fairen Preis ab, führt die Um-
setzung der Arbitragestrategie zu einem Überschußangebot bzw. zu einer Überschußnachfra-
ge nach einem oder mehreren Wertpapieren. Dieses Marktungleichgewicht wird dann allein
durch eine Anpassung der Wertpapierpreise ausgeglichen, so daß die Arbitragegelegenheit
nach einer gewissen Zeit vollständig abgebaut wird.
Der erstmals im Modell zustandsbedingter Wertpapiere formulierte Gedanke, daß der Preis
von Optionen eindeutig aus den Preisen der übrigen Wertpapiere hergeleitet werden kann, in-
dem mit Hilfe der anderen Wertpapiere die Auszahlungsstruktur der Option nachgebildet
werden kann, wird im Rahmen dieser Arbeit als Arbitragekonzept bezeichnet. Das Arbitrage-
konzept zur Optionsbewertung dominierte seitdem die Optionspreistheorie, während die ei-
gentlich grundlegenden Größen bei der Bewertung der Aktiva - der Erwartungswert und die
Varianz der Auszahlung - kaum noch eine Rolle spielten.
Das Konzept der Optionsbewertung auf Basis der Bedingung der Arbitragefreiheit wurde von
Black und Scholes 1973 auf die der Realität stärker entsprechende dynamische Modellwelt
logarithmisch normalverteilter Aktienkurse übertragen. Die Herleitung der Optionsbewer-
tungsformel im Black-Scholes-Modell erfolgt dabei über ein Hedgeportfolio aus einer Aktie
und Stillhalterpositionen in der Optionen. Da dieses Portfolio bei Gültigkeit der Modellan-
nahmen risikolos ist, muß es mit dem sicheren Zinssatz verzinst werden, um die Arbitrage-
freiheit zu gewährleisten. Dadurch ist die eindeutige Bestimmung des Optionspreises als Lö-
sung einer Differentialgleichung möglich. Der Arbitrageprozeß bei abweichenden Options-
preisen garantiert in diesem Modell eine Optionsbewertung, die unabhängig von der individu-
ellen Risikoneigung der Marktteilnehmer ist.23
Das Grundkonzept des Hedgeportfolios im Black-Scholes-Modell war Basis zahlreicher
Weiterentwicklungen, die hauptsächlich von der logarithmischen Normalverteilung abwei-
chende Verteilungen der Kursentwicklung berücksichtigen, um die Besonderheiten der Kurs-
bildung an den Börsen im Optionsbewertungsmodell besser abbilden zu können. Die Grund-
idee der arbitragefreien Optionsbewertung blieb dabei aber weitestgehend erhalten, so daß in
den heutigen Modellen weder Erwartungswert und Varianz der Optionsauszahlungen noch die
Nutzenfunktion der Marktteilnehmer eine erklärende Variable des Optionspreises darstellen.
                                                
23 Kruschwitz (1995, S. 323)
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2.4 Risiko
Während das Risiko einer Option im Black-Scholes-Modell keinen Einfluß auf den Options-
preis besitzt - es geht nur die Volatilität des Underlyings in die Optionsbewertungsformel ein
- stellen das Risiko einer Option und die Bewertung dieses Risikos in der Nutzenfunktion der
Marktteilnehmer in dem in dieser Arbeit entwickelten Optionsbewertungsmodell wesentliche
Determinanten des Optionspreises dar. Aus diesem Grund sollen sie an dieser Stelle ausführ-
lich erläutert werden.
Wenn die zukünftigen Ergebnisse der Aktionen eines Entscheidungsträgers nicht mit Sicher-
heit eintreten, so wird von unsicheren Entscheidungen gesprochen. Zurückgehend auf
Knight24 können nach Bamberg/Coenenberg25 die Entscheidungssituationen unter Unsicher-
heit unterschieden werden in Ungewißheitssituationen, bei denen die Verteilungsfunktion der
zukünftigen Realisationen unbekannt ist, und in Risikosituationen, bei denen die objektiven
oder subjektiven Wahrscheinlichkeiten des Eintretens der verschiedenen Umweltzustände be-
kannt sind. Anlageentscheidungen der Wirtschaftssubjekte finden nahezu immer unter Unsi-
cherheit bezüglich der Rendite der Anlage - also unter Risiko - statt.
Das Risiko einer Kapitalanlage besitzt neben dem Erwartungswert einen wesentlichen Einfluß
auf die Entscheidung des Anlegers, in diese Anlage zu investieren oder nicht, bzw. wenn er
sie bereits besitzt, sie weiter zu halten oder zu verkaufen. Die deutsche Rechtsprechung be-
rücksichtigt diese Tatsache zum Schutz der Kapitalanleger damit, daß in Deutschland Kredit-
institute nach § 31 (2) WpHG19 dazu verpflichtet sind, ihre Kunden über das mit einer Geld-
anlage verbundene Risiko aufzuklären. Unterbleibt diese Aufklärung, haften die Kreditinsti-
tute nach § 823 BGB in vollem Umfang für den dem Kunden aus dem Geschäft entstandenen
Verlust. Zahlreiche besonders risikobehaftete Geschäfte wie z.B. Options- und Terminge-
schäfte sind nach § 53 BörsG in Deutschland sittenwidrig und nach §89 BörsG unter Umstän-
den sogar strafbar26, wenn die Kontraktpartner bestimmte Mindestanforderungen nicht erfül-
len. Dies ist insbesondere dann der Fall, wenn sie nicht termingeschäftsfähig im Sinne des
BörsG sind. Die Termingeschäftsfähigkeit setzt dabei insbesondere die Kenntnis des mit die-
ser Geschäftsart verbundenen Risikos voraus. 27
                                                
24 Knight (1921, S. 19-20)
25 Bamberg/Coenenberg (1994, S. 16 ff.)
26 Freiheitsstrafe bis zu 3 Jahren
27 Vergleiche dazu auch das Grundsatz-Urteil des BGH (Aktenzeichen XI ZR 188/95) zitiert im Handelsblatt
vom 20.06.1996: Das BGH stellte fest, daß Kunden „schriftlich, unmißverständlich und in auffälliger Form“
über die Risiken von Termingeschäften informiert werden müssen.
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Ist eine Kapitalanlage börsennotiert, ergibt sich ihr Börsenkurs und damit auch ihr Preis aus
dem Angebot und der Nachfrage des Wertpapiers an der Börse. Da Angebot und Nachfrage
eines Wertpapiers neben dem Erwartungswert der zukünftigen Rückflüsse vor allem von der
Einschätzung des mit der Anlage verbundenen Risikos durch die Marktteilnehmer abhängen,
besitzt das Risiko selbst einen direkten Einfluß auf den Marktwert einer Kapitalanlage. Nach-
folgend wird nun der Risikobegriff im Sinne der Kapitalmarkttheorie näher untersucht.
2.4.1 Berücksichtigung des Risikos in den Wirtschaftswissenschaften
Die Unsicherheit fand schon früh Eingang in die Wissenschaft. Die Ursprünge der Theorie
zur Risikomessung reichen mit den Arbeiten von Bernoulli28 bis ins 18. Jahrhundert zurück.
Obwohl fast alle Entscheidungen der Wirtschaftssubjekte - insbesondere Entscheidungen über
die Geldanlage - fast immer unter Unsicherheit über die Zukunft und über die mit dieser Ent-
scheidung verbundenen zukünftigen Erträge - also unter Risiko - stattfinden, fanden die Ar-
beiten von Bernoulli erst viel später Eingang in den Bereich der Wirtschaftswissenschaften.
Karl Marx und Friedrich Engels29 waren die ersten, die den Einfluß des Risikos auf wirt-
schaftswissenschaftliche Theorien in ihren Modellüberlegungen zur sozialistischen Krisen-
theorie30 berücksichtigten. Nach Marx/Engels unterliegen Unternehmer in einem marktwirt-
schaftlichen System dem Risiko, daß die erst geplante und dann später realisierte Produktion
von der tatsächlichen Nachfrage abweicht, da die Unternehmer über ihren Eigenbedarf hinaus
für Fremde und damit für unsichere Nachfragemengen produzieren. Übersteigt die geplante
Produktion die Marktnachfrage, resultieren daraus ökonomische Krisen. Da in einem plan-
wirtschaftlichen System zuerst der Bedarf ermittelt wird und danach die Güterproduktion ent-
sprechend des Bedarfes erfolgt, herrscht nach Marx/Engels Sicherheit über die nachgefragte
Gütermenge. Nach der Theorie von Marx/Engels kann es aus diesem Grund in einem plan-
wirtschaftlichen System keine wirtschaftlichen Krisen geben, weswegen es dem marktwirt-
schaftlichen System letztendlich überlegen sei.
Wie bei Marx/Engels wurde das Risiko lange Zeit als Überschreiten eines kritischen Wertes
oder aber als Abweichung des erwarteten Wertes von der später tatsächlich eingetretenen
Realisation verstanden. So erklärt Fisher den Risikobegriff:
                                                
28 Bernoulli (1738, [1954] S. 23-36)
29 vgl. z.B. Marx, Karl (1894,[1972]) Gesetz des tendenziellen Falls der Profitrate, 15. Kapitel „Entfaltung der
inneren Widersprüche“ , S. 254)
30 zur sozialistischen Krisentheorie vgl. auch Koske/Seeling (1928, S. 128)
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 „Risk means that later there may be a wide discrepancy between the actual realization and
the original expectation.“ 31
Die Beschreibung des Risikos konnte in der damaligen Zeit nur qualitativ erfolgen, weil stati-
stische Modelle oder andere quantitativen Methoden bis dahin noch keinen Eingang in diesen
Teil der Wirtschaftswissenschaften gefunden hatten. So beschreibt Keynes32 für unsichere In-
vestments das Phänomen der Risikoprämie als:
„For if a venture is a risky ... {it} will lead the lender to require a wider margin between what
he charges and the pure rate of interest in order to induce him to lend“.
Während Hicks die Wirkung des Risikos auf die Entscheidung der Wirtschaftssubjekte als ei-
nen Abschlag vom Erwartungswert beschreibt:
„...when a risk is present, people will generally act, not upon the price which they expect as
most probable, but as if that price had been shiftet a little in a direction unfavourable to
them“. 33
Da die risikoaversen Unternehmer unter Preisrisiko von einem geringeren Verkaufspreis als
den Erwartungswert ausgehen, bieten sie eine geringere Gütermenge als bei sicheren Erwar-
tungen an, weswegen Hicks das Risiko als „possible source of waste“34 bezeichnet.
Die quantitative Berücksichtigung des Risikos in Modellen der Finanzmarkttheorie begann
erst 1952 mit dem Aufsatz von Markowitz35, in dem er zeigte, daß es möglich ist, durch Port-
foliodiversifikation das Gesamtrisiko eines Portfolios zu verringern, ohne den erwarteten Er-
trag des Portfolios zu mindern.
Ausgehend von den theoretischen Grundlagen des Markowitz-Modells wurden in der nach-
folgenden Zeit viele Modelle konstruiert, deren Hauptanliegen in der Ermittlung eines
Gleichgewichtes am Kapitalmarkt bestand. Als besonders herausragend ist hierbei das CAPM
zu nennen, das später noch ausführlich vorgestellt werden wird. Weitere Untersuchungen die-
ser Zeit befaßten sich mit der mathematischen Ermittlung der in den Nutzenfunktionen der
Wirtschaftssubjekte unterstellten Risikoaversionen.
                                                
31 Fisher  (1930, S. 226)
32 Keynes (1936, S. 145)
33 Hicks (1939, S. 134)
34 Hicks (1939, S. 134)
35 Markowitz (1952)
2 Begriffsklärung
- 13 -
Seit dem Siegeszug des CAPM in der Kapitalmarkttheorie ist ein großer Einfluß des Trade-
Off-Gedankens zwischen den Parametern Risiko und Ertrag in den gesamten Wirtschaftswis-
senschaften festzustellen, da sich letztendlich jede ökonomische Entscheidung als Wahl der
optimalen Risiko-Ertrags-Kombination interpretieren läßt.
2.4.2 Risikomessung
Für die Definition des Risikos existieren zwei alternative Konzepte. Das erste ist das in der
Wissenschaft - insbesondere in der Kapitalmarkttheorie - verwendete Konzept der Messung
des Risikos als Varianz bzw. Standardabweichung des Zufallsprozesses. Die Varianz Var(X)
der Zufallsvariable X ist dabei als Summe (diskrete Verteilung) bzw. unbestimmtes Integral
(stetige Verteilung) aller mit ihren Wahrscheinlichkeiten gewichteten, quadrierten Abwei-
chungen der Realisationen vom Erwartungswert:36
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Für die Anwendungen auf dem Gebiet der Kapitalmarkttheorie werden mit Ausnahme der
Theorie der zustandsbedingten Wertpapiere die Realisationen der Kurse in der Regel aus Ver-
einfachungsgründen als stetige Ausprägungen betrachtet, obwohl die Börsenkurse eigentlich
eine diskrete Zahlenmenge darstellen. 37 Bei der Ermittlung des Risikos auf Basis von histori-
schen Kursen erfolgt die Ermittlung der Varianz der Renditen aufgrund der diskreten Beob-
achtungen der Kursänderungen mit der Formel (2-1).
Diese wissenschaftliche Konzeption des Risikobegriffs als Abweichung vom Erwartungswert
stößt bei der praktischen Anwendung oft auf Probleme, da positive Abweichungen vom Er-
wartungswert aufgrund der Quadratbildung mit dem gleichen Gewicht wie negative Abwei-
chungen in das Risikomaß eingehen. Die Gleichbehandlung positiver und negativer Abwei-
chungen bei der Risikomessung mittels der Standardabweichung stellt ein allgemein ane r-
kanntes Problem dar, da positive Abweichungen vom Erwartungswert für den Besitzer einer
Anlage kein Risiko im eigentlichen Sinne darstellen, sondern vielmehr eine angenehme Über-
raschung bedeuten. In den Kapitalmarktmodellen wird dieses Problem größtenteils jedoch -
insbesondere mangels überzeugender Alternativen - vernachlässigt. Modelle, die zwischen
guter und schlechter Abweichung vom Erwartungswert unterscheiden, sind zwar in der Lage,
                                                
36 Bronstein/Semandjajew (1991, S. 666-667)
37 An deutschen Börsen erfolgt die Kursnotierung in Schritten zu € 0,10 bei Aktien mit einem Nennwert von
€ 50,- und in Schritten zu € 0,01 bei Aktien mit einem Nennwert von DM 5,- und bei Aktien ohne Nennwert.
Bei amerikanischen Aktien beträgt die kleinste Schrittweite 1/64 $.
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die Wirklichkeit genauer abzubilden, leiden jedoch als Preis dafür unter ihrer Komplexität,
die eine praktische Anwendung nahezu ausschließt.
Nach Meinung von Praktikern ist es im Bereich der Kapitalmarkttheorie außerdem nicht
zweckmäßig, den Erwartungswert als Grenze zwischen positiver und negativer Abweichung
zu wählen, sondern die von dem Anleger gewünschte Mindestverzinsung seines Investments.
Diese Art der Risikomessung wird zum Beispiel von der Metzler-Gruppe in der Portfolio-
analyse mit Erfolg angewendet.38
Das zweite Konzept der Risikomessung, das vor allem das Risikoverständnis des allgemeinen
Sprachgebrauchs widerspiegelt, ist die Risikomessung mittels der Ermittlung der Eintritts-
wahrscheinlichkeit unerwünschter Ereignisse. In der Übertragung auf das Gebiet der Kapi-
talmarkttheorie stellt das Risikomaß dann die Wahrscheinlichkeit, Verluste zu erzielen, dar.
Um die Nachteile beider Arten der Risikomessung zu vermeiden, wurde das Value-At-Risk-
Konzept (VAR) entwickelt, das sich in den letzten Jahren - insbesondere im Risikocontrolling
der Banken -  durchgesetzt hat. Der Value-At-Risk wird dabei definiert als:
„...der maximale, monetär bewertete Verlust aus Finanzrisiken, der innerhalb einer be-
stimmten Frist (sogenannte Haltedauer) bei einem bestimmten Wahrscheinlichkeitsniveau
(sogenanntes Konfidenzniveau) auf Basis einer bestimmten Wahrscheinlichkeitsverteilung
eintreten kann.“39
Wenn die Varianz der Renditen der einzelnen Aktiva und ihre Korrelation miteinander be-
kannt sind, kann damit der größtmögliche Verlust ermittelt werden, der mit einer gegebenen
Wahrscheinlichkeit während der Haltedauer entstehen kann. Auf diese Weise kann das Risiko
quantifiziert und mit den Erfahrungswerten der Vergangenheit in eine Nutzenfunktion inte-
griert werden. In der praktischen Anwendung des Value-At-Risk-Konzepts zur Risikosteue-
rung der offenen Positionen einer Bank wird der letzte Schritt aber nicht unternommen, da es
für diese Zwecke völlig ausreichend ist, das Risiko quantifiziert zu haben.
Im Rahmen dieser Arbeit wird unter Risiko stets die Standardabweichung der Rendite, der
Auszahlungen oder des Endvermögens verstanden - die übrigen Risikokonzepte bleiben unbe-
rücksichtigt.
                                                
38 vgl. Narat (1996)
39 Becker (1997, S. 890)
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2.4.3 Erwartungsnutzen
Das Konzept des Erwartungsnutzens geht auf Bernoulli40 zurück. Dabei wird für Entsche i-
dungen unter Risiko unterstellt, daß die Wirtschaftssubjekte jedem möglichen Wert x des
Endwohlstandes unter Sicherheit einen ex post-Nutzenwert u(x) zuordnen. Bernoulli präfe-
rierte dabei den natürlichen Logarithmus als ex post-Nutzenfunktion41. Ihm zu Ehren wird der
Erwartungsnutzen unter Verwendung des natürlichen Logarithmus als Bernoulli-
Nutzenfunktion bezeichnet. Um den Nutzen der Entscheidungsalternative unter Unsicherheit
zu ermitteln, bilden die Wirtschaftssubjekte den Erwartungswert über den Nutzen aller mögli-
chen Endzustände. Der Erwartungsnutzen EN wird demnach als Summe (diskrete Verteilung)
bzw. als unendliches Integral (stetige Verteilung) aller möglichen, mit ihrer Eintrittswahr-
scheinlichkeit p (diskrete Verteilung) bzw. Dichtefunktion f (stetige Verteilung) gewichteten
Nutzenwerte der Realisationen der Zufallsvariable X ermittelt.
( ) ( ) ( )å
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×=
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Bei der Wahl zwischen mehreren Entscheidungsalternativen wählen die Wirtschaftssubjekte
nicht die Alternative mit dem größten Erwartungswert, sondern diejenige Alternative, die ih-
nen den größten Erwartungsnutzen bietet. Dabei wird die Risikoeinstellung des Wirtschafts-
subjekts durch die Gestalt der Nutzenfunktion mit berücksichtigt.
Das Konzept des Erwartungsnutzens hat sich mittlerweile in der Entscheidungstheorie als Ba-
siskonzept der Entscheidungen unter Risiko durchgesetzt und findet in den Wirtschaftswis-
senschaften - insbesondere auch in der Kapitalmarkttheorie - breite Anwendung.
2.4.4 Sicherheitsäquivalent und Risikoprämie
Das Sicherheitsäquivalent42 ermöglicht ausgehend vom Erwartungsnutzen eines Wirtschafts-
subjektes den Vergleich verschiedener Entscheidungsmöglichkeiten. Dabei wird aber nicht
der tatsächliche Erwartungsnutzen der verschiedenen Alternativen verglichen, sondern der
(monetäre) Wert derjenigen sicheren Entscheidungsalternative, die dem Wirtschaftssubjekt
den gleichen Nutzen stiftet, wie die unsichere Alternative. Dieser Wert wird als Sicherheits-
äquivalent definiert. Die Werte der Sicherheitsäquivalente erleichtern dabei die Entsche i-
                                                
40 Bernoulli (1738, [1954] S. 23-36)
41 Sinn (1989, S. 70)
42 zum Sicherheitsäquivalent vgl. auch Kreps (1994, S. 72 ff.)
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dungsfindung, da sie in der praktischen Anwendung bedeutend anschaulicher sind als die ab-
strakten Werte der Nutzenfunktionen.
Die Differenz aus der erwarteten Auszahlung einer unsicheren Anlage und der Auszahlung
des sicher angelegten Betrages, der den gleichen Nutzen wie die unsichere Auszahlung stiftet,
wird als Risikoprämie bezeichnet. Die Risikoprämie wird dabei entweder als Steigerung des
Erwartungswertes der Auszahlung beim Übergang von der sicheren Auszahlung zur unsiche-
ren Auszahlung oder aber als Minderung des Erwartungswertes beim Übergang von der unsi-
cheren Auszahlungen zur sicheren Auszahlung gemessen. Die Abbildung 2-1 stellt den Zu-
sammenhang zwischen Erwartungswert E(X), Risikoprämie (RP) und dem Sicherheitsäqui-
valent (SA) dar. Das linke Diagramm demonstriert den Zusammenhang für diskrete Vertei-
lungen der Zufallsgröße X, wobei die Anzahl der möglichen Auszahlungen auf zwei be-
schränkt wird, um die graphische Darstellung zu vereinfachen. Im rechten Diagramm wird der
Zusammenhang für den Fall stetiger Zufallsgrößen dargestellt, wobei vereinfachend ange-
nommen wird, daß das µ-σ-Prinzip gelte.43
Sd(X)
E(X)
Nutzenindifferenzkurve
SA
Risiko-
prämie
Sicherheitsäquivalent (SA) und Risikoprämie (RP)
1. Diskrete Verteilung mit zwei Umweltzuständen 2. Stetige Verteilung bei Gültigkeit des µ-σ-Prinzips
0 σ
p(x2)=1-p(x1) p(x1)
U(x)
u(x2)
u(x1)
E{u(x)}
Risikoprämie
x1 x1E(X)SA
X
Abbildung 2-1: Sicherheitsäquivalent und Risikoprämie im diskreten und stetigen Fall
Wenn dem Wirtschaftssubjekt eine Versicherung gegen das mit der Entscheidungsalternative
verbundene Risiko angeboten wird, ist die Risikoprämie die Obergrenze des Preises, den es
als Käufer der Versicherung höchstens akzeptieren würde. Die Risikoprämie stellt deswegen
die maximale Zahlungsbereitschaft des Wirtschaftssubjekts, um von der unsicheren Alternati-
ve zur sicheren zu gelangen, dar.
                                                
43 Das µ-σ-Prinzip wird im Kapitel CAPM noch ausführlich vorgestellt. Da in diesem Fall nur die Alternative
zwischen unsicherer Anlage und sichere Anlage mit gleichem Nutzen  besteht und Mischungen beider For-
men hier nicht berücksichtigt werden, kann die Gültigkeit des µ-σ-Prinzips problemlos vorausgesetzt werden.
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Ist die Risikoprämie einer risikobehafteten Anlage gleich groß wie die Differenzen der
Marktpreise des Sicherheitsäquivalents und der unsicheren Anlage, so ist ein Wirtschaftssub-
jekt indifferent zwischen den beiden Anlagealternativen. Ist die Risikoprämie größer (bzw.
kleiner) als die Differenz, entscheidet sich das Wirtschaftssubjekt für die risikobehaftete (bzw.
sichere) Anlage.
Die vorangegangenen Ausführungen zum Konzept des Sicherheitsäquivalentes machen deut-
lich, daß es lediglich die quantitative Weiterentwicklung der Hicks´schen qualitativen Be-
schreibung des Einflusses des Risikos auf die Entscheidung des Wirtschaftssubjektes darstellt.
2.4.5 Risikoaversion, Risikoneutralität und Risikofreude
Die Nutzenfunktionen der Wirtschaftssubjekte können nach ihrer Risikoeinstellung in drei
Kategorien eingeordnet werden, in risikoaverse, risikoneutrale und risikofreudige.44
Risikoaverse Wirtschaftssubjekte sind dadurch gekennzeichnet, daß die zweite Ableitung der
dem Erwartungsnutzen zugrunde liegenden ex post-Nutzenfunktion u(x) negativ ist bzw. die
erste Ableitung der ex ante-Nutzenfunktion U(µ, σ) nach dem Risiko σ negativ ist. Aufgrund
dieser Eigenschaft wird ein risikoaverses Wirtschaftssubjekt eine risikobehaftete Anlage im-
mer nur dann halten, wenn der Erwartungswert ihrer Auszahlungen E(A) größer als die zu-
künftige Auszahlung einer gleichwertigen sicheren Anlage, d.h., wenn ihre Risikoprämie po-
sitiv ist. Das bedeutet, daß die erwartete Rendite eines unsicheren Investments unter Risiko-
aversion über dem sicheren Zins liegen muß.
Risikoneutrale Wirtschaftssubjekte sind dadurch charakterisiert, daß die erste Ableitung der
dem Erwartungsnutzen zugrunde liegenden ex post-Nutzenfunktion u(x) konstant ist (zweite
Ableitung gleich Null) bzw. die erste Ableitung der ex ante-Nutzenfunktion U(µ, σ) nach dem
Risiko σ Null ist. Risikoneutrale Wirtschaftssubjekte präferieren immer die Alternative mit
dem höchsten Erwartungswert der zukünftigen Auszahlungen - ohne Berücksichtigung des
mit der Alternative verbundenen Risikos. Wenn auf einem Markt nur risikoneutrale Wirt-
schaftssubjekte45 agieren, muß die erwartete Rendite einer Anlage immer dem risikolosen
Zins entsprechen, da ansonsten alle Marktteilnehmer die abweichende Alternative kaufen
                                                
44 Genaugenommen fehlen diejenigen Nutzenfunktionen, die den Wechsel zwischen den Risikogruppen in Ab-
hängigkeit von der Größe des absoluten Risikos erlauben. Das heißt, daß Nutzenfunktionen, die z.B. in einem
Teil ihres Wertebereichs risikoavers und in anderen Teilen risikofreudig sind, nicht berücksichtigt werden.
45 Es ist hinreichend, wenn wenige Marktteilnehmer risikoneutral sind und sie über entsprechend große Kapazi-
täten für den Leerverkauf verfügen, da sie bei Abweichung der erwarteten Rendite vom sicheren Zinssatz, ein
unbegrenztes Angebot bzw. eine unbegrenzte Nachfrage nach dem Wertpapier verursachen würden, um ein
nahezu unendlich großes Nutzenniveau zu erreichen.
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bzw. verkaufen würden, was eine Preisanpassung der erwarteten Rendite an den sicheren Zins
zur Folge hätte. Aus dieser Argumentation resultiert ebenfalls, daß die Risikoprämie auf von
risikoneutralen Wirtschaftssubjekten dominierten Märkten stets Null betragen muß.
Risikofreudige Wirtschaftssubjekte sind dadurch charakterisiert, daß die zweite Ableitung der
dem Erwartungsnutzen zugrunde liegenden ex post-Nutzenfunktion u(x) positiv ist bzw. die
erste Ableitung der ex ante-Nutzenfunktion U(µ, σ) nach dem Risiko σ positiv ist. Bei der
Wahl zwischen mehreren Investments mit gleichem Erwartungswert wählen risikofreudige
Wirtschaftssubjekte stets die Alternative mit dem größten Risiko. Auf von risikofreudigen
Wirtschaftssubjekten dominierten Märkten ist die erwartete Rendite einer risikobehafteten
Anlage stets kleiner als der sichere Zins, und die Risikoprämie weist ein negatives Vorzeichen
auf. Als Beispiele für von risikofreudigen Wirtschaftssubjekten beherrschte Märkte können
Spiele, Lotterien und Wetten genannt werden. Diese Märkte weisen die Eigenschaft auf, daß
die „Käufer“ einen Verlust erwarten, so daß auf diesen Märkten der Veranstalter (die Spiel-
bank, die Lotteriegesellschaft bzw. der Buchmacher) mit einem sicheren Gewinn rechnen
kann. Dies ermöglicht enorme Arbitragegewinne des Veranstalters, die nur durch ihre staat-
lich geschützte Monopolstellung dauerhaft aufrechterhalten werden können.
In der Kapitalmarkttheorie und in dieser Arbeit wird allgemein unterstellt, daß die Wirt-
schaftssubjekte risikoavers sind.46 Für Banken, Versicherungen und Hedgefonds wird ange-
nommen, daß ihre Risikoaversion deutlich geringer als die der anderen Marktteilnehmer ist.
Eine eindeutige Zuordnung der Eigenschaften risikofreudig bzw. risikoavers ist aber in der
Praxis nur schwer möglich. Es gibt zahlreiche als risikoaverse Kapitalanleger, für die das
Sparbuch die einzige Form der Geldanlage darstellt, da ihnen Investments in Aktien viel zu
riskant sind. Aber gleichzeitig spielen sie jede Woche in der Lotterie, weswegen sie als risiko-
freudig einzuschätzen sind. Dieses Verhaltensmuster kann damit erklärt werden, daß der ma-
ximale Verlust der spekulativen Anlage „Lottospielen“ ihren Ausgangsnutzen nur so gering-
fügig verändert, daß sie diese Veränderung subjektiv nicht wahrnehmen und deswegen den
erwarteten Verlust nicht in ihr Entscheidungskalkül mit einbeziehen. Die erwartete Rendite
des „riskanten Geschäfts“ ist zwar negativ, aber das Risiko als Abweichung vom Erwar-
tungswert besitzt für die Lottospieler kaum negative sondern fast nur positive Eigenschaften,
da es in der Lage ist, den Lebensstandard des Gewinners stark zu verbessern, während es den
Lebensstandard der Verlierer nur unmerklich - in ihren Augen also gar nicht - verändert.47
                                                
46 z.B. Sinn (S. 46, 1989)
47 zur Erklärung des Phänomens vgl. Bamberg/Coenenberg (1994, S. 82)
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Bei der Klassifizierung der Nutzenfunktion entsprechend der Risikoeinstellung der Wirt-
schaftssubjekte ist zu beachten, daß die in der Kapitalmarkttheorie unterstellten Nutzenfunk-
tionen nur den monetären Nutzen der Kapitalanlage berücksichtigen. Dieser Nutzen resultiert
allein aus den zukünftigen Zahlungsströmen. In der Realität fließen aber vor allem bei Klein-
anlegern noch zusätzlich psychologische und soziale Komponenten in die Anlageentschei-
dungen der Marktteilnehmer ein, so daß das Risiko und der Ertrag eines Investments nicht die
alleinigen Kriterien für die Anlageentscheidung sind. Als weitere nichtmonetäre Einflüsse auf
die Nutzenfunktion sind zu nennen: ökologische und politische Ziele wie z.B. ökologisch
motivierte Investments (Öko-Bank e.G., Windkraftanlagen usw.) oder der Boykott bestimm-
ter Unternehmen (z.B. Siemens AG wegen Kernkraft), der Unterhaltungswert eines Invest-
ments (z.B. Lottoziehung als TV-Show), die Selbstbestätigung und Steigerung des Selbst-
wertgefühls des Anlegers (z.B. besser als das Sparbuch zu sein), das „in sein“ (Aktienbesitz
als Modeerscheinung und als Symbol für Wohlstand, Wissen und Modernität) sowie die Zu-
gehörigkeit zu sozialen Gruppen (z.B. Investmentklubs). In der Kapitalmarkttheorie und auch
im Rahmen dieser Arbeit werden die nichtmonetären Aspekte der Anlageentscheidungen ver-
nachlässigt, obwohl gerade sie erklären können, warum bestimmte Anlageformen trotz deut-
lich geringerer Renditen gehalten werden.
2.4.6 Messung der Risikoaversion
Ein Wirtschaftssubjekt ist an einer Stelle x seiner Nutzenfunktion lokal risikoaverser als ein
anderes, wenn es in einer Entscheidungssituation für die Risikoabsicherung, z.B. in Form ei-
ner Versicherung, mehr bereit zu zahlen ist als das andere. Wenn ein Wirtschaftssubjekt in
allen möglichen Realisationen von x risikoaverser ist als ein anderes, so ist es global48 risi-
koaverser.49 Doch wie kann ausgehend von den Nutzenfunktionen verschiedener Wirtschafts-
subjekte die Risikoaversion gemessen und miteinander verglichen werden?
Wird eine zufällige Auszahlung unterstellt, die auf nur zwei mögliche Realisationen mit
gleich großen Eintrittswahrscheinlichkeiten beschränkt ist, kann die Risikoaversion mit Hilfe
der Sicherheitsäquivalente graphisch veranschaulicht werden. In der Abbildung 2-2 sind zwei
risikoaverse Wirtschaftssubjekte dargestellt, die sich in der Krümmung ihrer Nutzenfunktion
(zweite Ableitung) unterscheiden. Die Risikoaversion der beiden Wirtschaftssubjekte im
Punkt des Erwartungswertes der beiden Wirtschaftssubjekte kann gemessen werden als Diffe-
renz aus dem Erwartungswert und dem Sicherheitsäquivalent, der sicheren Auszahlung, deren
                                                
48 Auf die Verwendung des Zusatzes global wird im Sprachgebrauch in der Regel verzichtet.
49 Pratt (1964)
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Nutzen gleich dem Erwartungswert  des Nutzens der  unsicheren Auszahlung ist. Diese Diffe-
renz stellt die Risikoprämie dar, für die das Wirtschaftssubjekt indifferent bezüglich der risi-
kobehafteten und der sicheren Auszahlung ist. Das Wirtschaftssubjekt mit der größeren Risi-
koprämie ist das im Punkt E(X) risikoaversere. In der Abbildung 2-2 wird deutlich, daß Risi-
koaversion nur auftreten kann, wenn die Nutzenfunktion rechtsgekrümmt ist, also eine nega-
tive zweite Ableitung aufweist, da nur dann die Risikoprämie positiv sein kann.50 Außerdem
wird in der Abbildung 2-2 ersichtlich, daß eine größere Rechtskrümmung der Nutzenfunktion
eine größere Risikoaversion impliziert, da die Differenz aus dem erwarteten Nutzen und dem
Nutzen, den der Erwartungswert der Realisation stiftet, immer größer wird.
uB(X)
RisikoprämieB
uA(X)
E(X)x1 x2
u(x1)
u(x2)
E(u(X))
uA(E(X)
RisikoprämieA
0
X
uA, uB p(x2)=1-p(x1)
Einfluß der Krümmung der Nutzenfunktion auf die Risikoaversion
p(x1)
uB(E(X)
SAB(X)SAA(X)
Abbildung 2-2: Risikoaversion verschiedener Nutzenfunktionen (unterschiedliche Krümmung)
Da die Stärke der Rechtskrümmung der Nutzfunktion in der Abbildung 2-2 als zweite Ablei-
tung der Nutzenfunktion gemessen werden kann, sind Wirtschaftssubjekte um so risikoaver-
ser, desto größer der Betrag der zweiten Ableitung der Nutzenfunktion ist. Da die zweite Ab-
leitung rechtsgekrümmter Nutzenfunktionen negativ ist, ist das Wirtschaftssubjekt um so risi-
koaverser, desto kleiner die zweite Ableitung ist.
                                                
50 Mossin (1972, S. 19)
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E(X)x1 x2
uA(E(X))
SAA(X)
RisikoprämieA
0
X
uA(X)
uA, uB
E(u(X))
p(x2)=1-p(x1) p(x1)
Einfluß des Grenznutzens auf die Risikoaversion
uB(X)
uB(E(X))
SAB(X)
RisikoprämieB
Abbildung 2-3: Risikoaversion verschiedener Nutzenfunktionen (unterschiedliche Steigung)
In der Abbildung 2-2 weisen die Nutzenfunktionen beider Wirtschaftssubjekte jeweils gleiche
Nutzenwerte in den beiden Punkten der Realisation x1 und x2 auf. Die Steigung der Geraden
durch die beiden Punkte kann als Näherungswert der Ableitung im Punkt E(X) betrachtet
werden, so daß die Ableitung der Nutzenfunktionen beider Wirtschaftssubjekte im Punkt des
Erwartungswertes näherungsweise gleich groß ist. Die Ableitung besitzt aber einen entschei-
denden Einfluß auf das Maß der Risikoaversion, da nicht die Differenz aus erwartetem Nut-
zen und dem Nutzen des Erwartungswertes der Auszahlung gemessen wird, sondern die Dif-
ferenz aus dem Erwartungswert der Auszahlung und dem Sicherheitsäquivalent. Diese ist um
so größer, desto kleiner die Ableitung der Nutzenfunktion ist, da bei kleinerer Ableitung auf
mehr Erwartungswert der Auszahlung verzichtet werden muß, um den Nutzen des Sicher-
heitsäquivalentes zu erzielen. In der Abbildung 2-3 ist deswegen das Wirtschaftssubjekt mit
der flachen, nur gering gekrümmten Nutzenfunktion das risikoaversere, da es bereit ist, mehr
für die Vermeidung des Risikos zu zahlen, als das Wirtschaftssubjekt mit der stark ge-
krümmten, steilen Nutzenfunktion.
Die Darstellungen in den Abbildungen 2-2 und 2-3 lassen den Schluß zu, daß die erste Ab-
leitung der Nutzenfunktion mindernd und die zweite Ableitung steigernd auf die Risikoaver-
sion eines Wirtschaftssubjektes einwirken. Pratt faßte diese Eigenschaften der ex ante-
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Nutzenfunktion zu einem allgemeinen Maß zur Messung der Risikoaversion eines Wirt-
schaftssubjekts zusammen. Dieses oft auch als Pratt-Maß bezeichnete Maß der lokalen Risi-
koaversion π an der Stelle x ist definiert als der negative Quotient aus der zweiten und der er-
sten Ableitung der Nutzenfunktion u an der Stelle x:
( ) ( )( )x´u
x´´ux −=π (2-3)
Wenn das Pratt-Maß größer Null ist, so ist das Wirtschaftssubjekt an der Stelle x risikoavers.
Nimmt das Pratt-Maß negative Werte an, so ist das Wirtschaftssubjekt risikofreudig. Wenn
das Pratt-Maß Null ist, so handelt es sich um risikoneutrale Wirtschaftssubjekte.
Da der Grenznutzen von Geld allgemein als nicht negativ definiert ist, kann das Pratt-Maß nur
positiv sein, wenn die zweite Ableitung der Nutzenfunktion negativ ist. Wirtschaftssubjekte,
bei denen Geld einen abnehmenden Grenznutzen stiftet, sind deswegen immer risikoavers. Da
in den Wirtschaftswissenschaften allgemein abnehmender Grenznutzen für alle ökonomischen
Probleme unterstellt wird, ist es konsistent, allgemein auch davon auszugehen, daß die Teil-
nehmer am Kapitalmarkt risikoavers sind.
Für die ex ante-Nutzenfunktionen, die auf dem µ-σ-Prinzip beruhen, empfiehlt sich die Mes-
sung der Risikoaversion RA als negative Grenzrate der Substitution von Risiko und Ertrag, so
daß die Risikoaversion gemessen werden kann als:
( ) ( )
µ∂
σµ∂
σ∂
σµ∂
−=
,U:,URA (2-4)
Diese Art der Definition der Risikoaversion findet insbesondere beim CAPM Anwendung,
wobei sich in der Literatur der Buchstabe a als Symbol für die Risikoaversion durchgesetzt
hat.
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3 Das Capital Asset Pricing Model (CAPM)
Das Capital Asset Pricing Model basiert auf den Arbeiten von Markowitz51 zum Anlagever-
halten eines rational handelnden, risikoaversen Wirtschaftssubjekts und wurde in den 60er
Jahren von John Lintner52, Jan Mossin53 und William Sharpe54 unabhängig voneinander ent-
wickelt. Dieses Modell und seine Weiterentwicklungen nehmen - trotz einiger Kritikpunkte -
bis heute einen festen Platz in der Kapitalmarkttheorie ein und finden in der Praxis weit ver-
breitete Anwendung. Für ihren Beitrag zur Entwicklung des CAPM wurden Markowitz und
Sharpe 1990 mit dem Nobelpreis für Wirtschaftswissenschaften ausgezeichnet.
Ziel des CAPM ist die marktkonforme Bewertung von Aktien, Investmentfonds und ähnli-
chen Wertpapieren. Den Grundgedanken des CAPM stellt dabei die Existenz eines funktio-
nellen Zusammenhangs zwischen der erwarteten Rendite einer Kapitalanlage und dem mit der
Anlage verbundenen Risiko dar. Für eine Anwendung speziell zur Optionsbewertung war es
nicht konzipiert. Aber die Optionen wurden auch nicht explizit aus dem Modell ausgeschlos-
sen, da die Verfasser des Modells immer den allgemeinen Begriff „Wertpapier“ verwendeten,
und die Optionen ja nur eine spezielle Form der Wertpapiere darstellen.
3.1 Modellannahmen
Ursprünglich handelt es sich beim CAPM um ein Zwei-Perioden-Modell, dem folgende Mo-
dellannahmen zugrunde liegen:55
1. Der Erwartungswert, die Varianz und die Korrelation der Kurse der einzelnen Anlagen
sind über den Betrachtungszeitraum konstant und allen Wirtschaftssubjekten bekannt. Es
herrschen somit homogene Erwartungen, da alle Marktteilnehmer die gleichen Zufallspro-
zesse für die einzelnen Wertpapiere unterstellen.
2. Die Kurse sämtlicher Wertpapiere unterliegen einem einzigen Verteilungstyp und unter-
scheiden sich nur hinsichtlich ihrer Erwartungswerte und Varianzen. Der Verteilungstyp
der Wertpapierkurse bildet eine lineare Klasse56.
                                                
51 Markowitz (1952, S. 77 ff.)
52 Lintner (1965, S. 13 ff.)
53 Mossin (1966, S. 768 ff.)
54 Sharpe (1964, S. 425 ff.)
55 zu den Modellannahmen vgl. auch Kruschwitz (1995, S.182-189) und Lintner (1965, S. 15 ff.)
56 Eine linearen Klasse zugehörig definiert, wenn die Addition zweier Verteilungen des gleichen Typs wieder zu
einer Verteilung des gleichen Typs führt. Diese Forderung wird von der Gleich- und der Normalverteilung er-
füllt und garantiert die mikroökonomische Fundierung des Modells durch das Erwartungsnutzen-Konzept.
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3. Die Wirtschaftssubjekte sind risikoavers und maximieren ihren Nutzen entsprechend ihrer
jeweiligen Nutzenfunktion des zukünftigen Geldvermögens. Ihre Nutzenfunktion läßt sich
eindeutig nach dem Erwartungswert und der Standardabweichung des zukünftigen Geld-
vermögens ableiten.
4. Es erfolgen keine Dividenden- oder Bezugsrechtszahlungen, bzw. die Kurse der Wertpa-
piere sind schon um diese Zahlungen bereinigt.57
5. Es gelten die Annahmen eines vollkommenen Kapitalmarktes, d.h.:
• Es sind keine Steuern zu zahlen, und es existieren keine Transaktionskosten.
• Es existiert ein einheitlicher Soll- und Habenzinssatz.
• Kreditaufnahme und Leerverkäufe sind ohne Einschränkungen und ohne Hinterlegung
von Sicherheiten möglich.
3.1.1 Eindeutigkeit des µ-σ-Prinzips
Im CAPM wird der Nutzen des Wirtschaftssubjektes als eindeutige Funktion des Erwar-
tungswertes und der Standardabweichung des Endvermögens betrachtet. Dies steht für risiko-
averse Nutzenfunktionen im Einklang mit dem Erwartungsnutzen-Konzept, wenn die Aktien-
kurse und die aus ihnen gebildeten Portfolios dem gleichen Verteilungstyp unterliegen.58 Be-
sitzen die Wertpapiere unterschiedliche Verteilungstypen, so ist das CAPM - ohne zusätzliche
Annahmen an die Nutzenfunktion - nicht mehr mit dem Erwartungsnutzen-Konzept verein-
bar. Die mikroökonomische Fundierung des Modells wäre dann nicht mehr sichergestellt. Es
ist deswegen für die Allgemeingültigkeit des Modells erforderlich, daß die Aktienkurse dem
gleichen Verteilungstyp unterliegen, da es dann möglich ist, das CAPM unabhängig vom spe-
ziellen Typ der Nutzenfunktion zu formulieren, wenn die anderen Modellannahmen erfüllt
sind.
Nachfolgendes, in Abbildung 3-1 dargestelltes Beispiel zweier zufälliger Zahlungen X und Y
mit identischem Erwartungswert und Standardabweichung, die unterschiedlichen Vertei-
lungstypen unterliegen, soll die Unvereinbarkeit des µ-σ-Prinzips mit dem Erwartungsnutzen-
Konzept bei unterschiedlichen Verteilungstypen demonstrieren. Entscheidet das Wirtschafts-
subjekt nur nach dem Erwartungswert und dem Risiko, gemessen als Standardabweichung, so
ist es zwischen beiden Zahlungsströmen indifferent. Wird aber der Erwartungsnutzen beider
                                                
57 Da diese Forderung an den Börsen selten erfüllt wird, wurden Methoden zur Bereinigung der Wertpapierkurse
um die Dividendenzahlungen entwickelt. Zur Bereinigungstechnik vgl. auch Loistl (1992, S. 545 ff.).
58 zum Beweis vgl. Sinn (1989, 96)
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Zahlungsströme unter Verwendung des natürlichen Logarithmus als ex post-Nutzenfunktion59
ermittelt, so ist der Nutzen des Zahlungsstromes X um 0,0061 geringer als der von Y. Das
Wirtschaftssubjekt wird also - trotz identischer Erwartungswerte und Standardabweichungen -
den Zahlungsstrom Y bevorzugen. Der Zahlungsstrom Y muß in jeder Realisation um rund
0,56 abnehmen (Y´), um den gleichen Bernoulli-Nutzen wie X zu stiften und somit zu garan-
tieren, daß das Wirtschaftssubjekt indifferent zwischen beiden Zahlungsströmen ist.
X 36,00 68,00 84,00 92,00 96,00 98,00 99,00 100,00 101,00 102,00 104,00 108,00 116,00 132,00 164,00
Y 66,95 66,95 66,95 66,95 66,95 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 133,05 133,05 133,05 133,05 133,05
Y´ 66,39 66,39 66,39 66,39 66,39 99,44 99,44 99,44 99,44 99,44 132,49 132,49 132,49 132,49 132,49
Zahlungsstrom X Wert Zahlungsstrom Y Wert Zahlungsstrom Y´ Wert
Erwartungswert 100,0000 Erwartungswert 100,0000 Erwartungswert 99,4401
Standardabweichung 27,9310 Standardabweichung 27,9310 Standardabweichung 27,9310
Bernoulli-Nutzen 4,5605 Bernoulli-Nutzen 4,5666 Bernoulli-Nutzen 4,5605
Abbildung 3-1: Bernoulli-Nutzen unterschiedlicher Zahlungsströme mit gleichen Parametern µ und σ
Daß die Zahlungsströme in dem gewählten trotz gleicher Verteilungsparameter µ und σ nicht
zu Indifferenz des Wirtschaftssubjekts führen, wurde nur dadurch möglich, daß die beiden
Zahlungsströme unterschiedlichen Verteilungen unterliegen. Während X näherungsweise
normalverteilt ist, repräsentiert Y eine Gleichverteilung auf drei mögliche Realisationen. In
der Abbildung 3-2 werden die Verteilungsfunktionen beider Zahlungsströme dargestellt.
0 %
15 %
30 %
45 %
60 %
40 70 100 130 160
Zahlungsstrom X
Normalverteilung
Verteilungstypen der Zahlungsströmep(X), p(Y)
X, Y
Zahlungsstrom Y
Gleichverteilung
auf 3 Zustände
Abbildung 3-2: Verteilung der Zahlungsströme des Beispiels
Wenn die Zahlungsströme unterschiedlichen Verteilungen unterliegen, so ist es in der Regel
nicht mehr möglich, allein nach dem µ-σ-Prinzip zu entscheiden. Wird dies dennoch getan, so
ist der Fehler in der Regel um so größer, je stärker die Krümmung der zugrunde gelegten
                                                
59 Es lassen sich für jede Art von risikoaversen Nutzenfunktionen Beispiele unterschiedlich verteilter Zahlungs-
ströme finden, die das µ-σ-Prinzip verletzen. Der natürliche Logarithmus wurde verwendet, da er - aufgrund
der Eigenschaften seiner Ableitungen - eine in der Ökonomie oft verwendete Nutzenfunktion darstellt.
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Nutzenfunktion in den betreffenden Bereichen ist. Wird der natürliche Logarithmus als Nut-
zenfunktion unterstellt, so ist bei großem erwarteten Endvermögen der Fehler minimal, da die
zweite Ableitung schnell gegen Null konvergiert. Addiert man zu den beiden Zahlungs-
strömen aus dem Beispiel jeweils 900, so daß der Erwartungswert 1.000 beträgt, so beträgt
der Nutzenunterschied nur noch rund 0,00004 % und ist damit vernachlässigbar gering.
3.1.2 Verteilungstyp der Kurse
Da die Normalverteilung die einzige sinnvolle Verteilung für Aktienkurse darstellt, welche
die Eigenschaft der Zugehörigkeit zu einer linearen Klasse exakt erfüllt, kann anstelle der
zweiten Modellannahme gleich die Normalverteilung der Kurse der Wertpapiere gefordert
werden. Die Annahme der normalverteilten Aktienkurse schränkt aber die Anwendbarkeit des
Modells ein, da alle Verteilungen, die approximativ - aber eben nicht genau - eine lineare
Klasse bilden, ausgeschlossen werden. Die Annahme normalverteilter Aktienkurse verursacht
aber auch Probleme, welche die Konsistenz des Modells gefährden, wie nun gezeigt wird.
Die Rendite der Teilperiode t wird ermittelt als:
t
t1t
t K
KK
r
−
=
+ (3-1)
Da Kt, der Kurs zum Zeitpunkt t, eine Konstante und Kt+1 normalverteilt sind, müssen die
einperiodigen Renditen ebenfalls normalverteilt sein. Für die Rendite der Gesamtperiode gilt:
( ) ( )( ) ( )( )N1N21N..1 r1r1...r1r1r1 ++++=+ − (3-2)
Logarithmieren der Gleichung (3-2) führt zu:
( ) ( ) ( ) ( ) ( )N1N21N..1 r1lnr1ln...r1lnr1lnr1ln +++++++=+ − (3-3)
Auf der rechten Seite steht die Summe aus N Realisationen einer einzigen Verteilung. Der
Zentrale Grenzwertsatz der Mathematik besagt, daß die Verteilung einer Summe aus Zufalls-
größen, die einer einzigen Verteilung mit endlichem Erwartungswert und endlicher Varianz
unterliegen, gegen die Normalverteilung konvergiert.60 Deswegen muß bei einer hinreichend
großen Anzahl von Teilperioden die logarithmische Rendite der Gesamtperiode normalver-
teilt sein, so daß logarithmisch normalverteilte Kurse vorliegen. Deswegen ist die Annahme
logarithmisch normalverteilter Kurse - wie z.B. im stetigen CAPM von Merton61 - realitäts-
                                                
60 Bronstein/Semandjajew (1991, S. 677)
61 Merton (1969, S. 247)
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nah, wenn die Kurse während der gesamten Planungsdauer einer einzigen Verteilung unter-
liegen. Die Annahme der normalverteilten Kurse führt hingegen zu dem Problem, daß das
Modell im Prinzip nur ein einziges Mal - zu einer vorher genau definierten Periode - ange-
wendet werden kann.
Einen weiteren wesentlicher Kritikpunkt an der Annahme normalverteilter periodischer Ren-
diten der Aktiva im CAPM stellt die Möglichkeit dar, daß Realisationen von Renditen, die
kleiner als -100 % sind, auftreten können. Renditen kleiner als –100 % würden bedeuten, daß
entweder eine Nachschußpflicht des Investors (z.B. eines GbR-Gesellschafters) vorliegt oder
aber die Kurse negativ sein müssen. Beide Fälle können aber in der Praxis nicht eintreten.62
Unter der Annahme der normalverteilten Aktienkurse wird eine zusätzliche Einschränkung
zur Nutzenfunktion der Wirtschaftssubjekte erforderlich, da die Nutzenfunktion des Endver-
mögens auch den negativen Wertebereich abdecken muß. Dies bedeutet, daß ausgeschlossen
werden muß, daß die Wirtschaftssubjekte die in der Mikroökonomie oft verwendete Nutzen-
funktionen wie den Logarithmus oder die Wurzelfunktion besitzen. Da in dem Modell die ne-
gativen Aktienkurse in das Entscheidungskalkül des Nutzenmaximierers mit einbezogen und
entsprechend negativ bewertet werden, aber in der Realität nicht auftreten können, kann es
unter der Annahme normalverteilter Aktienkurse zu einer falschen Anlagestrategie kommen,
da die Wirtschaftssubjekte das Risiko ihrer Aktienanlage überschätzen.
Als Resümee bleibt festzuhalten, daß im CAPM bei der Wahl des Verteilungstyps der Wert-
papiere das Dilemma auftritt, entweder durch Wahl der Normalverteilung die Äquivalenz des
µ-σ-Kriteriums mit dem Erwartungsnutzenprinzip sicherzustellen und dafür einen unrealisti-
schen Wertebereich sowie eine unrealistische Verteilung der Wertpapierkurse in Kauf zu
nehmen, oder aber durch Wahl der logarithmischen Normalverteilung eine realistische Ver-
teilung zu erhalten, aber damit gleichzeitig die Äquivalenz des µ-σ-Kriteriums mit dem Er-
wartungsnutzenprinzip zu verletzen und somit die mikroökonomische Fundierung des Mo-
dells zu verlieren. Da bei Wahl der Normalverteilung, aufgrund der im Definitionsbereich
enthaltenen negativen Aktienkurse, die Äquivalenz des Erwartungsnutzens mit dem µ-σ-
Kriterium letztendlich doch verletzt wird, bietet sich die Verwendung der logarithmischen
Normalverteilung im CAPM an.
                                                
62 In Deutschland existierte eine mittlerweile ausgelaufene Sonderregelung, nach der bei einigen Aktien (insbe-
sondere Versicherungsaktien) das Stammkapital nur zu 50 % eingezahlt werden mußte. Bei einer GmbH-
Gründung muß das haftende Gesellschafterkapital mindestens zu 50 % eingezahlt werden, der Rest wird als
ausstehende Gesellschaftereinlage verbucht. Für Anteile an genossenschaftlichen Banken besteht eine Nach-
schußpflicht in Höhe des 5fachen Nominalbetrages. Für diese Beteiligungen wären dann auch negative Kurse
bzw. Preise bis zur Höhe des ausstehenden Kapitals möglich.
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Nachfolgend soll nun analysiert werden, wie stark das µ-σ-Kriterium logarithmisch normal-
verteilter Wertpapiere das Erwartungsnutzenprinzip verletzt.
Wenn folgende Approximation gilt:
( ) 1ilni −= (3-4)
ist die logarithmische Normalverteilung mit der Normalverteilung identisch. Der aus der Ap-
proximation (3-4) resultierende Fehler ist im Bereich der am Kapitalmarkt beobachtbaren
Renditen gering, so daß sich für Renditen die Normalverteilung und die logarithmische Nor-
malverteilung ähneln, wie in Abbildung 3-3 anhand von zwei Verteilungen gezeigt wird. Für
die erste Verteilung betragen µ = 0,05 und σ = 0,2. Dies stellt eine typische Wertekombinati-
on für die Jahresrendite des DAX dar. Im zweiten Beispiel betragen die Parameter der Ver-
teilungsfunktion µ = 0,20 und σ = 0,4. Dies stellt eine extreme und deswegen eher seltene
Wertekombination für den DAX dar. In der graphischen Darstellung wird bei beiden Bei-
spielen deutlich, daß die logarithmischen Normalverteilungen im Bereich der großen Dichte-
massen für die realisierten Renditen im Intervall von -20 % bis +20 % nahezu identisch mit
der Normalverteilung sind. Erst in den Bereichen, die vom Erwartungswert weiter entfernt
sind, unterscheiden sich beide Verteilungen. Da aber diese starken Kursänderungen in der
Regel mit exogenen Schocks und eventuell sogar mit Strukturbrüchen (z. B. Crash oder
Übernahme) verbunden sind, ist die Ermittlung der Eintrittswahrscheinlichkeiten in diesen
Bereichen auch nur mit großer Unsicherheit möglich. Deswegen sollten moderate Abwei-
chungen der beiden Verteilungstypen voneinander in den Extrembereichen nicht so stark ins
Gewicht fallen.
Die Abweichungen der Dichtefunktion der logarithmischen Normalverteilung von der zuge-
hörigen Normalverteilung im gesamten Untersuchungsbereich betragen im Extremum -3,4 %
im Fall der typischen Verteilung und -10 % im Fall der atypischen Verteilung. Da die Abwei-
chungen der logarithmischen Normalverteilung von der Normalverteilung für aktientypische
Verteilungen gering sind, verursacht die Verwendung der logarithmischen Normalverteilung
anstelle der Normalverteilung auch nur geringe Unterschiede, die angesichts der Probleme bei
der Ermittlung der Verteilungsparameter auf realen Märkten vernachlässigt werden können.
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Abbildung 3-3: Unterschied der Verteilungen: Normalverteilung und logarithmische Normalverteilung
Für die Verteilungen der Aktienkurse muß die Annahme des CAPM gelten, daß sie eine linea-
re Klasse bilden. Diese Bedingung wird aber durch die logarithmische Normalverteilung ver-
letzt, da die Summe zweier logarithmischer Normalverteilungen keine logarithmische Nor-
malverteilung bildet. Für das Portfolio aus logarithmisch normalverteilten Wertpapieren kann
deswegen - ohne zusätzliche Annahmen - kein eindeutiger Verteilungstyp ermittelt werden,
da die resultierende Verteilung des Portfolios von den Anteilen der einzelnen Wertpapiere im
Portfolio abhängt. Damit ist die exakte Eindeutigkeit des µ-σ-Prinzips nicht gewährleistet. Je-
doch gilt nach Sinn:
„The (µ, σ) criterion approximates the expected-utility criterion since the dispersions of the
distributions compared are small.“ 63
Für die Äquivalenz des µ-σ-Kriteriums mit dem Erwartungsnutzenprinzip ist es von entschei-
dender Bedeutung, daß die betrachteten Verteilungen sich nicht in ihrer grundlegenden Ge-
stalt unterscheiden. Insbesondere dürfen nicht eingipflige Verteilungen mit mehrgipfligen
Verteilungen verglichen werden. Dies ist jedoch bei der Addition von logarithmischen Nor-
malverteilungen, wie dies bei der Portfoliobildung erfolgt, nicht der Fall.
Da, wie zu Beginn des Unterkapitels ausgeführt, die logarithmische Normalverteilung der
Wertpapiere gegenüber der Normalverteilung erhebliche Vorteile besitzt, ist es sinnvoll, sie
für praktische Anwendungen des CAPM zugrunde zu legen.
                                                
63 Sinn (1989, S. 120)
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3.2 Optimierungsproblem des Kapitalanlegers
3.2.1 Ermittlung des Portfoliowertes, des Erwartungswertes und der Varianz
Ein jedes Wirtschaftssubjekt steht vor der Entscheidung, sein Anfangsvermögen auf die ein-
zelnen Anlagemöglichkeiten aufzuteilen. Das CAPM ermittelt nun die nutzenoptimalen Be-
träge, die das Wirtschaftssubjekt in das sichere Wertpapier und in die N unsicheren Wertpa-
piere investieren muß. Der in das risikobehaftete Wertpapier n investierte Betrag wird mit xn
bezeichnet und der sicher angelegte Betrag wird mit b bezeichnet. Das von dem Wirtschafts-
subjekt i gehaltene Portfolio64 besitzt zum Zeitpunkt t=0 den Wert P0, der sich aus der Summe
aller angelegten Beträge ergibt:65
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n
0 xbP (3-5)
Der Wert des Portfolios P0 muß gleich dem Anfangsvermögen w0 sein, da der Kauf der ein-
zelnen Wertpapiere nur aus dem Anfangsvermögen, durch den Leerverkauf des sicheren
Wertpapiers (Kreditaufnahme) oder durch den Leerverkauf unsicherer Wertpapiere finanziert
werden kann und eine Bargeldhaltung im Modell nicht vorgesehen ist.66 Der Portfoliowert am
Periodenende P1 ergibt sich als der zum sicheren Zinssatz i in die sichere Anlage investierte
Betrag b und die mit der Rendite rn unsicher verzinsten Investitionen in die Anlagen xn :
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Setzt man in (3-5) anstelle des Portfoliowertes P0 das Anfangsvermögen w0 ein und stellt an-
schließend nach b um, so führt Einsetzen in (3-6) und anschließendes Umstellen zur Ermitt-
lung des Portfoliowertes am Periodenende in Abhängigkeit vom Anfangsvermögen und den
unsicher investierten Beträgen xn:
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64 Um die Übersichtlichkeit zu erhöhen, wird im folgenden darauf verzichtet, alle Variablen mit dem Index i zu
versehen, um die Zugehörigkeit zum Wirtschaftssubjekt i zu kennzeichnen.
65 zur Herleitung in der hier gewählten Form vgl. neben den Origninalartikeln von Markowitz (1952), Lintner
(1965), Sharpe (1966) vor allem Laffont (1993, S. 100 ff.)
66 Selbst wenn Bargeldhaltung möglich ist, wird sie als Vermögensanlage in dem Modell nicht erfolgen, da sie
von dem sicheren Wertpapier wegen der höheren Verzinsung dominiert wird. Im CAPM als Zwei-Zeitpunkt
Modell besitzt die Liquidität keine Bedeutung. In der Realität Modells kann Bargeldhaltung als Vorsichts-
und Transaktionskassenhaltung und mit dem Spekulationsmotiv erklärt werden.
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Unter Verwendung der allgemein üblichen Definition der Rendite67 kann bei um Bezugs-
rechtszahlungen bereinigten Kursen der unsicheren Investments Kn der Erwartungswert und
die Varianz des optimalen Portfolios ermittelt werden als:
( ) ( ) ( )å
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3.2.2 Ermittlung der optimalen Anlageentscheidung
Ein jedes Wirtschaftssubjekt besitze entsprechend den Modellannahmen eine eigene, eindeu-
tig von Erwartungswert und Varianz des Endvermögens (Portfoliowert zum Zeitpunkt t = 1)
abhängige Nutzenfunktion U:68
( ) ( )( )11 PVar,PEUU = mit  ( ) 0PE
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Oft69 wird anstelle der allgemeinen Nutzenfunktion (3-14) die folgende, einfache Nutzen-
funktion verwendet:
( ) ( )11 PVar
2
PEU
a
-= mit a > 0 (3-11)
Die Nutzenfunktion in Gleichung (3-11) stellt einen zulässigen Spezialfall der allgemein defi-
nierten Nutzenfunktion (3-10) dar und wird als quadratische Nutzenfunktion bezeichnet70. Sie
besitzt den Vorteil einer sehr einfachen Gestalt, insbesondere den, daß das Verhältnis aus den
Ableitungen nach dem Erwartungswert und der Varianz für jede mögliche Portfolioaufteilung
des betrachteten Wirtschaftssubjektes identisch ist.71 Die Grenzrate der Substitution von Er-
wartungswert und Varianz ist deswegen für alle möglichen Portfolioentscheidungen konstant
und wird allein durch die exogen vorgegebene Risikoaversion a determiniert. Wird aber diese
einfache Nutzenfunktion bei der Herleitung des CAPM zugrunde gelegt, das CAPM also nur
für diese spezielle Nutzenfunktion hergeleitet, schränkt dies die Allgemeingültigkeit des
CAPM unnötigerweise ein, da es unrealistisch ist, anzunehmen, daß alle Wirtschaftssubjekte
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68 Sharpe (1964, S. 428)
69 vgl. z.B. Sinn (1989, S. 96) und Spremann (1991, S. 447)
70 Elton/Gruber (1999, S. 315)
71 Zur Rechtfertigung dieser speziellen Nutzenfunktion vgl. auch Markowitz (1990, S. 99-100).
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diese spezielle Art von Nutzenfunktion aufweisen. Die Forderung nach dieser speziellen Nut-
zenfunktion (3-11) geht ursprünglich auf die Arbeit von Schneeweiß 72 zurück, ohne daß er sie
selbst gefordert hätte. Schneeweiß zeigt, daß für die spezielle Nutzenfunktion73:
( ) xexu ×a--=  mit x~N(µ, s2) (3-12)
unter der Annahme der Normalverteilung von x die Maximierung des Erwartungsnutzens
äquivalent ist zu:
÷
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Daß dies selbst eine Nutzenfunktion sei, wird von ihm hingegen nicht behauptet. Da die Nut-
zenfunktion (3-10) bzw. (3-11) zur Herleitung des CAPM über m und s  maximiert wird, tritt
kein Fehler auf, wenn die von Schneeweiß geforderten zusätzlichen Annahmen bezüglich der
Nutzenfunktion und der Verteilung erfüllt sind. Da die spezielle Nutzenfunktion (3-11) aber
die Allgemeingültigkeit des CAPM einschränkt, wird im Folgenden nur von der allgemeinen
Form der Nutzenfunktion (3-10) ausgegangen.
Das Wirtschaftssubjekt maximiert seinen Nutzen entsprechend seiner Nutzenfunktion (3-10):
( )[ ] ( )[ ]{ }N11N11
x...x
x..xPVar,x..xPEUUmax
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= (3-14)
Die notwendige und aufgrund der Gestalt der Nutzenfunktion auch hinreichende Bedingung
für das Maximum lautet, daß sämtliche Ableitungen der Nutzenfunktion nach den in die je-
weiligen Anlagen investierten Beträgen xn gleich Null sind.74 Folglich muß gelten:75
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Die Bedingung für das Nutzenmaximum kann unter Verwendung der zweidimensionalen
Kettenregel der Differentiation zusammengesetzter Funktionen76 geschrieben werden als:
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72 Schneeweiß (1967, S.182)
73 zur Kritik an dieser Nutzenfunktion vergleiche Markowitz (1990, S. 100)
74 Die Ableitung nach b kann vernachlässigt werden, da b das Residuum aus Anfangsvermögen und der Summe
aller in die unsicheren Anlageformen investierten Beträge bildet.
75 Zur Optimierung vergleiche auch Elton/Gruber (1999, S. 133 ff.).
76 vgl. Karmann (1998, S. 204) und Bosch (1991, S. 389)
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Die Ableitung des Erwartungswertes und der Varianz des Portfolios nach xin lauten:
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Einsetzen in (3-16) und Umstellen nach (µn-i) ergibt:
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Nun wird a definiert als die negative77 Ableitung des Nutzens des betreffenden Wirtschaft s-
subjektes nach der Varianz des Endvermögens geteilt durch die Ableitung des Nutzens nach
dem Erwartungswert:
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Das negative Verhältnis der Ableitungen stellt dabei als Grenzrate der Substitution von Risiko
und erwartetem Ertrag ein Maß für die individuelle Risikoaversion des betreffenden Wirt-
schaftssubjektes dar. Je größer a ist, desto risikoaverser ist das Wirtschaftssubjekt, da es bei
gegebenem Grenznutzen des Erwartungswertes eine größere Nutzenminderung durch das Ri-
siko erleidet.
Der Parameter a aus Gleichung (3-20) darf nicht mit dem a aus der speziellen Nutzenfunktion
der Gleichung (3-11) gleichgesetzt werden. Beide können zwar als Austauschverhältnis von
Risiko und Ertrag angesehen und damit als Risikoaversion des Wirtschaftssubjektes interpre-
tiert werden. Aber in Gleichung (3-11) ist dieses Austauschverhältnis - aufgrund der unter-
stellten speziellen Gestalt der Nutzenfunktion - konstant. Damit besitzt das Wirtschaftssubjekt
in Gleichung (3-11) eine konstante Risikoaversion im Sinne der Grenzrate der Substitution
von Risiko und Ertrag, die unabhängig vom Anfangsvermögen und den möglichen Auszah-
lungsstrukturen des Wertpapiermarktes ist. In Gleichung (3-20) hingegen ist das Austausch-
                                                
77 Da die Ableitung des Nutzens nach dem Erwartungswert positiv und die Ableitung nach der Varianz negativ
ist, ist a immer positiv.
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verhältnis a abhängig von den Ableitungen der Nutzenfunktion und deswegen nur in Aus-
nahmefällen konstant. Solange die ausreichende mikroökonomische Fundierung der speziel-
len Nutzenfunktion (3-11) nicht erbracht wird, ist es aus Gründen mathematischer Exaktheit
erforderlich, die allgemeine Nutzenfunktion zu verwenden und damit variable Risikoaversio-
nen zuzulassen.
Für die praktische Anwendung kann die Risikoaversion a aus Gleichung (3-20) experimentell
ermittelt werden. Da dies in der Regel sehr aufwendig ist, wird sie oft vereinfachend als das
Reziproke des Ausgangsvermögens des i-ten Wirtschaftssubjekts und damit dann doch als
konstant angenommen. 78
Die Anwendung der Substitution (3-20) auf die Gleichung (3-19) ergibt:
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Die Bedingungen für das Nutzenoptimum bilden ein lineares Gleichungssystem und können
in Matrizen-Schreibweise dargestellt werden als:
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Die Matrix in Gleichung (3-22) wird als Kovarianzmatrix V bezeichnet. Für die Kovarianzen
wird häufig das Produkt aus den jeweiligen Standardabweichungen und dem Korrelationsko-
effizienten r geschrieben. Der Vektor auf der rechten Seite von Gleichung (3-22) wird als Ri-
sikoprämienvektor R bezeichnet.
Wenn die Kovarianzmatrix invertierbar ist79, ergibt sich der Vektor der unsicher zu investie-
renden Beträge und somit die Lösung des Optimierungsproblems als durch a geteiltes Produkt
aus der Inversen der Kovarianzmatrix und dem Risikoprämienvektor:80
( ) ( ) ( )RV
a
1
x 1 ×= -  (3-23)
                                                
78 Dies garantiert, daß vermögendere Wirtschaftssubjekte weniger risikoavers sind als weniger vermögende.
79 Bei praktischen Anwendungen treten gelegentlich lineare Abhängigkeiten auf. Diese müssen identifiziert und
die zugehörigen abhängigen Wertpapiere zur Lösung des Optimierungsproblem eliminiert werden, um die In-
vertierbarkeit der Matrix zu gewährleisten.
80 vgl. auch Wilhelm (1985, S. 17)
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3.3 Implikationen
Die Lösung (3-23) des Nutzenoptimierungsproblems der Kapitalanleger läßt zwei Schlußfol-
gerungen zu:
1. Einfluß des Anfangsvermögens auf den Vektor (xi)
Da die Kovarianzmatrix und der Renditevektor unabhängig von dem Anfangsvermögen des
Wirtschaftssubjekts sind, beschränkt sich die Abhängigkeit der Optimallösung vom Anfangs-
vermögen lediglich auf den Einfluß des Anfangsvermögens auf die Risikoaversion a. Das be-
deutet, daß zwei Wirtschaftssubjekte mit gleicher Risikoaversion a und unterschiedlichem
Anfangsvermögen die gleichen Mengen an risikobehafteten Wertpapieren in ihrem Portfolio
halten. Ihr Portfolio unterscheidet sich nur hinsichtlich der Menge des risikolos angelegten
Betrages, der unter Umständen auch negativ sein kann (Kreditaufnahme).
2. Alle Wirtschaftssubjekte haben ein identisch strukturiertes Risikoportfolio
Die Komponenten des Vektors (x) stehen zueinander in einem festen Verhältnis, das sowohl
unabhängig von der Risikoaversion a als auch unabhängig von dem Anfangsvermögen der
Wirtschaftssubjekte ist. Die Portfolios zweier Wirtschaftssubjekte besitzen die Eigenschaft,
daß der risikobehaftet angelegte Teil von allen Wirtschaftssubjekten identisch auf die einzel-
nen riskanten Anlagen aufgeteilt wird.81 Das bedeutet, daß alle Wirtschaftssubjekte ein iden-
tisch strukturiertes Risikoportfolio besitzen. Die Anlageportfolios der Wirtschaftssubjekte
unterscheiden sich lediglich in den Beträgen, die risikolos und risikobehaftet investiert wer-
den. Das von allen Wirtschaftssubjekten im Optimum gehaltene risikobehaftete Portfolio wird
als Marktportfolio PM mit der erwarteten Rendite µM und der Varianz σM2 bezeichnet.82 Für
die Abbildung (3-4) im µ-σ-Diagramm ergibt sich für Wirtschaftssubjekte mit unterschiedli-
chen Anfangsausstattungen und Risikoaversionen:
Wirtschaftssubjekt 1 ist extrem risikoavers mit a = ∞. Deswegen legt es sein gesamtes Ver-
mögen risikolos an. Das zweite Wirtschaftssubjekt teilt sein Vermögen auf die risikolose An-
lage und das Marktportfolio auf. Das dritte Wirtschaftssubjekt investiert sein gesamtes Ver-
mögen in das Marktportfolio. Das vierte Wirtschaftssubjekt weist die geringste Risikoaversi-
on auf und investiert nicht nur sein Anfangsvermögen, sondern auch einen zum risikolosen
Zinssatz aufgenommenen Kredit in das Marktportfolio.
                                                
81 vgl. auch Schmidt/Terberger (1996, S. 336)
82 zum Marktportfolio vgl. Kruschwitz (1995, S.207 ff.)
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M
Lage optimaler Portfolios in Abhängigkeit von der Risikoaversion
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Abbildung 3-4: Optimale Portfolios bei unterschiedlicher Risikoaversion
Die Gerade durch den risikolosen Zinssatz und das Marktportfolio wird als Kapitalmarktlinie
bezeichnet und stellt im µ-σ-Diagramm den geometrischen Ort der nutzenoptimalen Portfo-
lioentscheidungen sämtlicher Wirtschaftssubjekte dar.
3.4 Herleitung der Grundgleichung des CAPM
Mit Hilfe des in Kapitel 3.3 hergeleiteten Marktportfolios ist es möglich, einzelne Wertpapie-
re zu bewerten. Die Bewertung der Wertpapiere erfolgt in Abhängigkeit von dem Erwar-
tungswert und der Standardabweichung der Rendite des Wertpapiers sowie der Korrelation
der Rendite mit der Rendite des Marktportfolios. Durch diese Normierung auf das Marktport-
folio müssen nicht mehr sämtliche Korrelationen der einzelnen Wertpapiere untereinander
ermittelt werden. Es genügt, wenn die Korrelation der Wertpapiere mit dem Marktportfolio
bekannt ist. Die Kovarianzmatrix (V-1) aus Gleichung (3-23) vereinfacht sich dann zu einem
Kovarianzvektor, wodurch die praktische Anwendbarkeit erheblich erleichtert wird.
Als Risikoprämie R wird die Differenz aus erwarteter Rendite und risikolosem Zinssatz be-
zeichnet:
iR jj −µ=  (3-24)
Bei Gültigkeit der Optimalitätsbedingung entsprechend Gleichung (3-23) lautet das Verhält-
nis aus der Risikoprämie eines Wertpapiers j und der Risikoprämie des Marktportfolios M:
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Dies kann unter Verwendung der Definition des Korrelationskoeffizienten83 vereinfacht wer-
den zu:
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Der rechte Teil der Gleichung (3-26) wird als b-Wert des Wertpapiers j bezeichnet. Durch
Umstellen der Gleichung nach der Risikoprämie des Wertpapiers j ergibt sich die Grundglei-
chung des CAPM:
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jMjj
i
i
s
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×r×s=-m (3-27)
Der für alle Wertpapiere identische Teil der rechten Seite der Grundgleichung des CAPM, der
Quotient aus Risikoprämie des Marktportfolios und Standardabweichung der Rendite des
Marktportfolios, wird als Marktpreis des Risikos pM bezeichnet:
M
M
M
i
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s
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= (3-28)
Unter Verwendung von (3-33) lautet die Grundgleichung des CAPM:
MjMjj pi ×r×s=-m (3-29)
Das Produkt aus Standardabweichung der Wertpapierrendite und der Korrelation mit dem
Marktportfolio wird als systematisches Risiko des Wertpapiers bezeichnet. Die Risikoprämie
eines Wertpapiers ergibt sich demnach als Produkt aus systematischem Risiko des Wertpa-
piers und Marktpreis des Risikos.
Im Kapitalmarktgleichgewicht ist die Risikoprämie einer Einzelanlage proportional zum sy-
stematischen Risiko der Anlage, wobei der Marktpreis des Risikos die Proportionalitätskon-
stante darstellt.
                                                
83 für die Herleitung vgl. auch Schmidt/Terberger (1996, S. 348)
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Wenn ein Wertpapier84 am Markt mit dem CAPM zu bewerten ist, so läßt sich seine Risiko-
prämie in Abhängigkeit von dem systematischen Risiko des Wertpapiers und dem Marktpreis
des Risikos eindeutig bestimmen, wie Abbildung 3-5 veranschaulicht:
Einfluß der Korrelation auf die gleichgewichtige Lage eines Wertpapiers
ρM
ρM= + 100 %
ρM= - 100 %
ρM= 0 %
M
σM
σ
0
i
µM
µ
Abbildung 3-5: Lage eines Wertpapiers in Abhängigkeit seiner Korrelation mit dem Marktportfolio
Für ein mit dem Markt perfekt korreliertes Wertpapier sind nur µ-σ-Kombinationen zulässig,
die auf der Geraden durch den risikolosen Zinssatz und dem Marktportfolio liegen, da sich
das mit dem Marktportfolio perfekt korrelierte Wertpapier synthetisch als Mischung aus
Marktportfolio und sicherer Geldanlage darstellen läßt und eben diese Mischungen die Kapi-
talmarktlinie beschreiben.
Für ein perfekt negativ korreliertes Wertpapier sind entsprechend (3-34) nur µ-σ-
Kombinationen zulässig, die auf der Geraden liegen, die aus der Spiegelung der Kapital-
marktlinie an der Waagerechten durch den risikolosen Zinssatz resultiert. Bei perfekt negati-
ver Korrelation ist es möglich, das Risiko vollständig zu eliminieren, wenn das Wertpapier
und das Marktportfolio im Verhältnis SdM/Sdj gehalten werden. Nur bei Gültigkeit der
                                                
84 Das zu bewertende Wertpapier muß dabei entweder schon im Marktportfolio enthalten sein, oder aber - wenn
es sich um ein neues Wertpapier handelt - es darf den Erwartungswert und die Varianz der Rendite des ge-
samten Marktportfolios nicht verändern. Da im Marktportfolio eine sehr große Anzahl an Wertpapieren ent-
halten ist, wird der Einfluß des neuen Wertpapiers auf das Marktportfolio in der Regel als vernachlässigbar
gering angenommen oder es wird unterstellt, daß es sich um ein redundantes Wertpapier handelt.
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Grundgleichung des CAPM entspricht der Ertrag dieser risikolosen Kombination dem siche-
ren Zins und garantiert somit Arbitragefreiheit:
Würde das Wertpapier außerhalb dieser Geraden liegen, so sind Punkte auf der µ-Achse reali-
sierbar, die vom sicheren Zinssatz abweichen. In diesem Fall wäre Arbitrage möglich, die da-
für sorgen würde, daß das Wertpapier seine Lage auf der Geraden wieder einnimmt.
Für mit dem Marktportfolio unkorrelierte Wertpapiere ergibt sich als Lage im µ-σ-Diagramm
die Waagerechte durch den risikolosen Zinssatz i. Positiv mit dem Gesamtmarktportfolio kor-
relierte Wertpapiere müssen demnach zwischen der Kapitalmarktlinie und der Waagerechten
liegen, während sich negativ korrelierte zwischen der Waagerechten und der gespiegelten Ka-
pitalmarktlinie befinden müssen.
3.5 Bewertung von Wertpapieren mit dem CAPM
Der Preis sämtlicher Aktien im CAPM resultiert aus der Nachfrage und dem Angebot der er-
wartungsnutzenmaximierenden, risikoaversen Teilnehmer am Aktienmarkt. Aber wie läßt
sich nun mit Hilfe des CAPM ein Wertpapier (oder eine Investition) bewerten, wenn der Er-
wartungswert und die Varianz des zukünftigen Kurses und die Korrelation mit dem Markt-
portfolio bekannt sind?
Um den Zusammenhang zwischen Rendite, heutigem Kurs und der zukünftigen Auszahlung
herleiten zu können, wird die Einschränkung getroffen, daß der zukünftig realisierte Kurs Kt
eines Wertpapiers keine Funktion vom heutigen Preis K0 des Wertpapiers darstellt. Dies ist
mit dem Erwartungsnutzen-Konzept vereinbar und entspricht der Theorie der fundamentalen
Wertpapieranalyse, die den Wert einer Aktie auf Basis der zukünftigen Dividenden bzw. Er-
träge der Gesellschaft und ihrer Verteilung ermittelt. Mit der von Muth (1960) entwickelten
Theorie rationaler Erwartungen und der aus ihr entwickelten Theorie informationseffizienter
Finanzmärkte ist diese Annahme ebenfalls konsistent, da dort der Wert einer Aktie als Funk-
tion aller verfügbaren Informationen über die zukünftigen Dividenden betrachtet wird. Ledig-
lich die Anhänger der Charttechnik85 behaupten, daß historische Kurse einen Einfluß auf den
heutigen Kurs besitzen. Für sie stellt deswegen auch der heutige Kurs eine Determinante des
zukünftigen Aktienkurses dar.
                                                
85 zur Charttechnik vgl. Edwards/Magee (1992), Frankel/Froot (1990) und Pastré (1996)
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Wenn der heutige Preis des Wertpapiers keinen Einfluß auf den zukünftigen Kurs des Wert-
papiers besitzt, so gelten zwischen zukünftigen, heutigen Kurs und der Rendite des Wertpa-
piers folgende Beziehungen:
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Weiterhin gilt für die Korrelation der Rendite des Wertpapiers j mit der des Marktportfolios:
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Die Korrelationskoeffizienten der Renditen und der Auszahlungen sind demnach identisch.
Formal läßt sich der Gleichgewichtspreis eines Wertpapiers im CAPM durch Einsetzen der
Gleichungen für den Erwartungswert (3-31) und für die Standardabweichung (3-32) der Ren-
dite in die Grundgleichung des CAPM (3-29) ermitteln:
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Auflösen nach K0 führt zu:86
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Wird jetzt in Gleichung (3-35) für den Marktpreis des Risikos Gleichung (3-28) eingesetzt, so
erhält man die Formel zur Ermittlung des Gleichgewichtspreises der Wertpapiere im CAPM:
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86 Diese Gleichung findet insbesondere zur Ermittlung des Barwertes unsicherer Investitionen mit Hilfe des
CAPM Anwendung. vgl. auch Schmidt/Terberger (1996, S. 364)
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3.6 Gleichgewichtige Lage im µ-s-Diagramm
Im Marktgleichgewicht kann jedem Wertpapier ein eindeutiger Ort im µ- s-Diagramm zuge-
ordnet werden. Dadurch ist eine Visualisierung der Modellzusammenhänge und der Auswir-
kung der Veränderung der Modellparameter möglich.
Der Erwartungswert und die Standardabweichung der Rendite können nach dem heutigen
Kurs K0 umgestellt werden:
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Gleichsetzen von K0 und anschließendes Auflösen nach E(r) ergibt die Preisgleichung des
CAPM, die für Wertpapiere bei gegebenem Erwartungswert und gegebener Varianz der Aus-
zahlungen in Abhängigkeit vom heutigen Kurs immer erfüllt sein muß:
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Die Preisgleichung kann im µ-s-Diagramm als geometrischer Ort aller möglichen Erwar-
tungswert-Standardabweichung-Kombinationen der Rendite eines Wertpapiers bei gegebe-
nem Erwartungswert und Standardabweichung des zukünftigen Kurses oder Auszahlungen in
Abhängigkeit vom heutigen Marktpreis interpretiert werden. Da sie eine Geradengleichung
ist, wird sie im Folgenden auch als Preisgerade des CAPM bezeichnet. Für jedes Wertpapier
gilt, daß bei einem Preis von Unendlich die erwartete Rendite gleich dem sicheren Totalver-
lust ist, so daß wegen
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die Preisgerade aller Wertpapiere im µ- s-Diagramm durch den Punkt (0, -1) gehen muß.
Wenn der Erwartungswert des zukünftigen Kurses dem Preis des Wertpapiers entspricht, ist
die erwartete Rendite gleich Null. Deswegen gehen die Preisgeraden aller Wertpapiere durch
den für jedes Wertpapier charakteristischen Punkt (Sd(K t)/E(Kt), 0).
Durch diese beiden Punkte ist die Preisgerade im CAPM für jedes Wertpapier, bei gegebenem
Erwartungswert und Varianz des zukünftigen Kurses, eindeutig bestimmt. Sinkt der Kurs des
Wertpapiers, so steigen der Erwartungswert und die Standardabweichung der Rendite, wes-
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wegen der neue Punkt des Wertpapiers im µ-σ-Diagramm auf der Preisgeraden rechts ober-
halb von dem alten Punkt liegt.
Für jedes Wertpapier mit gegebenem Erwartungswert und gegebener Varianz des zukünftigen
Kurses läßt sich deswegen die Lage im µ-σ-Diagramm eindeutig als der Schnittpunkt der
Grundgleichung des CAPM mit der Preisgeraden bestimmen, wie Abbildung 3-6 verdeutlicht:
Gleichgewichtige Lage eines Wertpapiers im CAPM
E(r)
E(r)GG
i
Marktportfolio
Wertpapier
0
-100 % K0=Unendlich
K0=E(Kt)
Sd(r)GG Sd(r)
Preisgerade: E(r)-Sd(r)-Kombinationen des
Wertpapiers in Abhängigkeit vom Preis
ρjM=1
ρjM
Abbildung 3-6: Schnittpunkt der Preisgeraden mit der Grundgleichung des CAPM
Aus dem Gleichgewichtspunkt des Wertpapiers im µ-σ-Diagramm kann der gleichgewichtige
Erwartungswert der Rendite abgelesen werden. Aus dem Erwartungswert der Rendite und der
erwarteten Auszahlung des Wertpapiers kann der Gleichgewichtspreis des Wertpapiers im
CAPM entsprechend Gleichung (3-37) bestimmt werden.
3.7 Empirische Überprüfung
Obwohl die im CAPM postulierte Beziehung zwischen erwartetem Ertrag und dem damit
verbundenen Risiko aufgrund der Linearität einen relativ einfachen Zusammenhang darstellt,
ergeben sich für die empirische Überprüfung erhebliche Schwierigkeiten. Roll resümiert des-
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wegen in seiner fundamentalen Kritik, daß das CAPM nur „prinzipiell“87 zu testen sei. Ru-
dolph kommt sogar zu dem Schluß, daß das CAPM „praktisch nicht“88 testbar sei. Für den
Test ergeben sich folgende Probleme:
1. Das CAPM ist in Erwartungsgrößen formuliert. Die Erwartungswerte der zukünftigen
Renditen oder Kurse lassen sich aber nicht beobachten. Empirisch testen läßt sich deswe-
gen nur der tatsächlich realisierte Risiko-Ertrag-Zusammenhang. Für empirische Tests
muß deswegen unterstellt werden, daß sich die Wirtschaftssubjekte langfristig nicht irren,
so daß für genügend große Untersuchungszeiträume vermutet werden kann, daß die ex
ante-Größen nur unwesentlich von den ex post-Größen abweichen. Diese Annahme ist je-
doch insbesondere in den Zeiten problematisch, in denen die Börsenkurse langfristig einen
abwärts gerichteten Trend aufweisen, da die Wirtschaftssubjekte bei Erwartung negativer
Renditen ihr Vermögen in die sichere Geldanlage investiert würden, um so niedrige, je-
doch positive Renditen zu erzielen.
2. Das CAPM ist ein statisches Gleichgewichtsmodell. Die Prognose der Risikoprämien aus
den ex post ermittelten Daten ist deswegen nur unter der zusätzlichen Annahme sinnvoll
möglich, daß sich der Kapitalmarkt in einem stationären Gleichgewicht befindet. Die Exi-
stenz eines stationären Gleichgewichts läßt sich aber aus dem einperiodigen Kapital-
marktmodell nicht ableiten. Vieles spricht dafür, daß die systematischen Risiken im Zeit-
ablauf Schwankungen aufgrund politischer und wirtschaftspolitischer Einflüsse unterlie-
gen.89
3. Das systematische Risiko mißt den Zusammenhang zwischen der Rendite eines Wertpa-
piers und der Rendite des Marktportfolios. Das Marktportfolio als optimale Mischung al-
ler Anlagen kann empirisch nicht gemessen werden. Für den empirischen Test wird des-
wegen meist auf einen Marktindex zurückgegriffen. Ein Index kann aber nicht alle Kapi-
talanlagemöglichkeiten enthalten - einige werden immer fehlen. Wird ein Index verwen-
det, so beschränkt sich der Index auf eine begrenzte Anzahl von Aktien (DAX auf 30
Werte, S&P 500 auf 500 Werte). Außerdem wäre es purer Zufall, wenn die Gewichtung
der einzelnen Aktien im Marktindex, die sich bei den meisten Indizes aus der Marktkapi-
talisierung ergibt, der Struktur des im CAPM ermittelten Marktportfolios entspräche.
                                                
87 Roll (1977, S. 129)
88 Rudolph (1979, S. 1048)
89 vgl. Fabozzi/Francis (1978, S. 101-116)
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Für amerikanische Aktien existieren zahlreiche empirische Analysen des CAPM, die „bis auf
wenige Ausnahmen“90 zu folgenden Schlußfolgerungen91 kommen:
• Der empirisch vorgefundene Achsenabschnittsparameter (der sich aus dem CAPM erge-
bende sichere Zinssatz) weicht von dem Wert der Rendite einer risikofreien Anlage ab;
der empirisch vorgefundene Steigungsparameter ist positiv, aber kleiner als die Differenz
zwischen Rendite des Marktportfolios und der risikofreien Anlage. Abbildung 3-7 stellt
die Untersuchungsergebnisse graphisch dar.
• Das systematische Risiko dominiert alle anderen untersuchten Risikomaße.
• Ein lineares Modell beschreibt den Rendite-Risiko-Zusammenhang deutlich besser als
Modelle, die Nicht-Linearität unterstellen.
• Der durch das systematische Risiko nicht erklärbare Teil der Rendite läßt sich weitgehend
durch andere unternehmensbezogene Faktoren, bspw. die Unternehmensgröße, erklären.
0
Marktportfolio
mit dem CAPM vorhergesagter
Risiko-Ertrag-Zusammenhang
µ
µM
Resultate der empirischen Überprüfung der Grundgleichung des CAPM
aus dem Modell
resultierender
sicherer Zinssatz
sicherer
Marktzins
empirisch vorgefundener
Risiko-Ertrag-Zusammenhang
σM σ
Abbildung 3-7: Modelltheoretischer und empirisch vorgefundener Risiko-Ertrag-Zusammenhang92
Das CAPM stellt demnach - trotz aller Kritikpunkte - für den amerikanischen Markt ein ge-
eignetes Modell für Anlageempfehlungen dar und gehört deswegen mittlerweile zum Stan-
dardrepertoire amerikanischer Anlageberater.
Nun stellt sich die Frage, ob sich diese Ergebnisse auch auf den deutschen Aktienmarkt über-
tragen lassen. Dafür sprechen der weltweit geltende Modellzusammenhang und die zuneh-
                                                
90 Copeland/Weston (1983)
91 Möller (1988, S. 782)
92 nach Möller (1988)
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mende Globalisierung der Kapitalmärkte. Dagegen spricht erstens die Möglichkeit, daß die
Verteilungen der Aktienkurse in Deutschland die Modellannahme der Zugehörigkeit zu einer
linearen Klasse verletzen.93 Zweitens wäre es denkbar, daß die empirischen Daten in
Deutschland ungeeignet sind, als Basis für die Ermittlung der Erwartungen und Risiken zu
dienen. Ein weiteres Argument ist, daß die Mentalität der Anleger, die Angebot und Nachfra-
ge und damit die Preisbildung bestimmen, in den USA und in Deutschland verschieden ist.
Die für Deutschland durchgeführten Analysen kommen zu verschiedenen Ergebnissen. Einige
bestätigen den Modellzusammenhang94, andere lehnen sogar die Existenz eines positiven li-
nearen Zusammenhangs ab. Die abweichenden Testergebnisse können zum einen damit er-
klärt werden, daß die Wahl der verwendeten Untersuchungsmethode einen wesentlichen Ein-
fluß95 auf das Untersuchungsergebnis haben kann.96 Eine andere Erklärung für dieses Phäno-
men ist bei Möller (1988) zu finden, der die unterschiedlichen Untersuchungsergebnisse da-
mit erklärt, daß
„..die verwendeten Daten zum Teil nur schlecht geeignet waren, die Erwartungen zu ermit-
teln, da der erwartete Ertrag des Marktportfolios teilweise niedriger als die sichere Rendite -
mitunter sogar negativ - war.“97
Möller führte den Test für die 233 größten deutschen Aktiengesellschaften zu 19 verschiede-
nen Zeitpunkten durch und kam dann zu dem Ergebnis, daß
„...zwischen den ex post-Renditen und den ex post ermittelten systematischen Risiken während
vieler Perioden ein grundlegender Zusammenhang besteht, der oftmals nicht im Widerspruch
zum CAPM steht, vielleicht sogar Ausdruck desselben ist.“98
Zu einer noch schwächeren Aussage kommt Warfsmann (1993), der die Kurse der im amtli-
chen Handel an der Frankfurter Wertpapierbörse notierten Gesellschaften im Zeitraum von
1954 bis 1991 untersuchte:
„Für den deutschen Kapitalmarkt, in den hier getesteten Formen, kann die Gültigkeit des
CAPM aus statistischer Sicht nicht abgelehnt werden.“99,100
                                                
93 vgl. Fama (1976)
94 vgl. Pogue/Solnik (1974) sowie Hielscher/Heintzelmann (1975)
95 zum Einfluß der Untersuchungsmethode auf das Ergebnis vgl. Stambaugh (1982) und Amsler/Schmidt (1985)
96 Warfsmann (1993, S. 2) und Reiß/Mühlbradt (1979, S. 64)
97 Möller (1988, S. 784)
98 Möller (1988, S. 795)
99 Warfsmann (1993, S. 157)
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Die empirische Überprüfung des CAPM hat - aufgrund der damit verbundenen konzeptionel-
len Schwierigkeiten - in den letzten Jahren zunehmend an Bedeutung verloren, so daß sich
das Gewicht der Forschung zunehmend auf die später noch vorzustellenden Weiterentwick-
lungen und die praktischen Anwendungsmöglichkeiten des Modells, insbesondere für die
Zwecke der Unternehmensbewertung und -steuerung, verlagert hat.
3.8 Modellkritik
Am CAPM gibt es zahlreiche Kritikpunkte. Es wird in den Modellannahmen unterstellt, daß
alle Aktienkurse einem Zufallsprozeß unterliegen, dessen Parameter µ, σ und ρ allen Wirt-
schaftssubjekten bekannt sind. Dies bedeutet, daß an dem Markt homogene Erwartungen
herrschen müssen. In der Realität treffen aber an der Börse Käufer und Verkäufer mit unter-
schiedlichen Meinungen über die zukünftige Kursentwicklung aufeinander, wobei die
Markträumung über den Aktienkurs erfolgt. Wie unrealistisch die Annahme ist, daß alle Wirt-
schaftssubjekte die gleichen Parameter der Verteilung bei ihren Entscheidungen zugrunde le-
gen, wird besonders deutlich bei Diskussionen darüber, welcher Verteilungstyp (Normalver-
teilung, logarithmische Normalverteilung, autoregressive Verteilungen) im CAPM zugrunde
gelegt werden soll, um die Kursentwicklungen an den Börsen realitätsnah zu beschreiben.
Probleme bereitet auch die Abgrenzung des relevanten Kapitalmarktes. Eigentlich muß jede
Anlageform von Aktien über Rohstoffe und Edelmetalle bis hin zu Immobilien und Antiqui-
täten in die Anlageentscheidung und damit in das Marktportfolio einbezogen werden. Einen
weit verbreiteten Kritikpunkt stellt deswegen die Tatsache dar, daß - selbst bei Begrenzung
auf den Aktienmarkt - empirisch nicht zu belegen ist, daß jedes Wirtschaftssubjekt den breiten
Marktindex als eine Idealmischung aus allen risikobehafteten Anlageformen besitzt. Diese
Tatsache reicht aber nicht aus, um das CAPM zu falsifizieren. Die Wirkung der Risikodiversi-
fikation durch Anlagemischung nimmt mit zunehmender Anzahl der Wertpapiere stark ab und
konvergiert asymptotisch gegen das Minimalrisiko, welches durch das Marktportfolio reprä-
sentiert wird. Die Abbildung 3-8 zeigt die Risikoreduktion durch naive Diversifikation:
                                                                                                                                                        
100 Warfsmann verwirft in seiner Untersuchung dennoch das CAPM für den deutschen Aktienmarkt, da die ver-
wendeten statistischen Verfahren eine ökonomische Hinterfragung der Testergebnisse nicht zulassen. So kön-
nen die Verfahren nicht garantieren, daß nicht abzulehnende Portfolios auch wirklich effizient sind.
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AbnehmendeWirkung der Risikoreduktion bei naiver Diversifikation
Aktien im
Portfolio
σ
20 %
16 %
12 %
8 %
4 %
0 %
σPF = 11,46 + 6,57/n
1 5 7 9 113 27 2925232119171513
Abbildung 3-8: Risikoreduktion bei naiver Diversifikation (BRD Mai - Juni 1989)101
Um die risikomindernde Wirkung der Portfoliodiversifikation zu erzielen, ist es nicht not-
wendig, alle Aktien des Marktportfolios zu besitzen, da schon 10 bis 15 Aktien genügen, um
eine hinreichend große Risikodiversifikation zu erreichen. In der Realität fallen für den Anle-
ger Transaktionskosten in Form von Mindestgebühren, Informations- und Überwachungsko-
sten an, die in den Modellannahmen ausgeschlossen sind. Deswegen wird der Anleger - als
Folge einer individuellen Kosten-Nutzen-Analyse - ein aus wenigen Anlagen bestehendes
Portfolio besitzen, dessen Risiko geringfügig über dem Risiko des Marktportfolios liegt.
Ein weiterer Kritikpunkt des Modells bezieht sich auf die benötigten Verteilungsparameter µ,
σ und ρ der einzelnen Wertpapiere. Im Modell sind die Werte als konstant definiert, während
zahlreiche empirische Studien jedoch belegen, daß die Werte zeitinstabil sind.102 In der empi-
rischen Überprüfung kann das Modell deswegen nur so gut abschneiden, wie die aus den hi-
storischen Kursen ermittelten Daten in der Lage sind, die Wertentwicklung des Wertpapiers
in der Zukunft beschreiben zu können
Wegen der Veränderlichkeit der Verteilungsparameter hat sich eine Standardisierung der
Kennzahlen für die Standardabweichung und die Korrelation von 30 und 250 Tage durchge-
setzt. Für abweichende Planungshorizonte werden diese dann näherungsweise genutzt.
                                                
101 aus Uhlir/Steiner (1994, S. 167)
102 vgl. Bos/Newbold (1984, S. 35-41), Brooks/Faff/Lee (1992,  S.191-198), Collins/Ledolter/Rayburn (1987,
S. 425-448), Fabozzi/Francis (1978, S. 101-115), Faff/Brooks (1997, S. 95-111), Faff/Lee/Fry (1992, S. 253-
257), Sunder (1980, S. 883-896)
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Als letzter Kritikpunkt sind systematische Abweichungen der am Kapitalmarkt beobachtbaren
Renditen von denen im CAPM vorhergesagten zu nennen, die mit dem Modell unvereinbar
sind. Die bekanntesten dieser Anomalien sind der Price-Earning-Effekt103, der Wochenendef-
fekt104 bzw. Montagseffekt105, der Size-Effekt106 und der Januareffekt107. Diese systemati-
schen Abweichungen reichen jedoch nicht aus, um das CAPM zu falsifizieren, da sie zeitlich
beschränkt auftreten, vom Umfang her begrenzt sind und letztlich durch Verletzungen der
Modellannahmen verursacht werden.
Trotz der zahlreichen Kritikpunkte am CAPM hat es sich - insbesondere mangels überzeu-
gender Alternativen - als Standardmodell der Kapitalmarkttheorie durchgesetzt und findet
breite Anwendung.
3.9 Weiterentwicklung des CAPM
Als Folge der Kritikpunkte wurden zahlreiche Modellvarianten zur Verbesserung des CAPM
entwickelt. Von denen sind insbesondere zu erwähnen:
1. Heterogene Erwartungen108,109,110,111
Unter heterogenen Erwartungen sind die einzelnen Wertpapierrenditen und die Portfolioren-
diten als gewogene Mittelwerte aller Marktteilnehmer darzustellen, wobei der zu ermittelnden
Gewichtung der einzelnen Anlegergruppen eine besondere Bedeutung zukommt. Die Resul-
tate unter der Annahme heterogener Erwartungen entsprechen dabei den Aussagen des Mo-
dells homogener Erwartungen, sofern nicht die Einflüsse der einzelnen Anlegergruppen exakt
geschätzt werden können.112
                                                
103 Basu (1977)
104 French (1980)
105 Frantzmann (1987)
106 Banz (1981)
107 Keim (1983)
108 Lintner (1969, S. 347-400)
109 Sharpe (1970, S. 291 ff.)
110 Fama (1976, S.314 ff.)
111 Gonedes (1976, S. 1-15)
112 Rudolph (1979, S. 1034 ff.)
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2. Unvollkommener Kapitalmarkt
Das CAPM wurde für eine Reihe von Marktunvollkommenheiten modifiziert, so z.B. die Be-
schränkung der Kreditaufnahme der Wirtschaftssubjekte113, die Einführung verschiedener
Zinssätze für Kreditaufnahme und sichere Kapitalanlage114, die Existenz von Ertragssteu-
ern115, die Zulassung des Leerverkaufs der Wertpapiere nur zu ungünstigeren Konditionen als
die Anlage in den Wertpapieren116, um nur einige zu nennen. Die Folge dieser Marktunvoll-
kommenheiten ist eine kompliziertere Risiko-Ertrag-Beziehung als im CAPM mit vollkom-
menem Kapitalmarkt. Trotz der Marktunvollkommenheiten bleibt aber der lineare Zusam-
menhang zwischen der Risikoprämie und dem Kovarianzrisiko für diese modifizierten Mo-
delle erhalten.117
3. Stetige Verteilung
In dem als Zwei-Zeitpunkt-Modell konzipierten CAPM sind Handlungen der Wirtschafts-
subjekte während des Planungszeitraums nicht zulässig. Das Stetige CAPM118 gestattet den
Wirtschaftssubjekten hingegen permanente Umschichtungen ihrer optimalen Portfolios. Das
Optimierungsproblem ist nur für Nutzenfunktionen lösbar, die die Eigenschaft konstanter ab-
soluter Risikoaversion 119 oder konstanter relativer Risikoaversion120 besitzen. Merton121 hat
gezeigt, daß unter der Annahme logarithmisch normalverteilter Kurse der Wertpapiere der ri-
sikobehaftet angelegte Portfolioanteil aller Wirtschaftssubjekte identisch strukturiert ist. Da
dies unabhängig von der Art der unterstellten risikoaversen Nutzenfunktion der einzelnen
Wirtschaftssubjekte gilt, existiert deswegen auch im Stetigen CAPM analog zum ursprüngli-
chen Modell ein Marktportfolio, während sich der Einfluß der speziellen Nutzenfunktion le-
diglich auf die Anteile bei der Vermögensaufteilung zwischen dem sicher angelegten Betrag
und dem Marktportfolio beschränkt.
                                                
113 Black (1972, S. 444-454), Fama (1976, S. 295 ff.)
114 Brennan (1971, S. 1197-1205)
115 Brennan (1971, S. 1197-1205)
116 Blume/Friend (1972, S. 79-121)
117 Turnbull (1977, S. 327-337)
118 Merton (1969, S. 247-257) und Samuelson (1969, S. 239-46), mehrperiodige Modelle auch von Phelps (1962,
729-743) und Tobin (1965)
119 Diese Bedingung wird erfüllt durch Nutzenfunktionen vom Typ U(X) = -exp(-αX)/X.
120 Diese Bedingung wird erfüllt durch die Klassen der Nutzenfunktionen U(X) = (Xα-1)/α und U(X) = ln(X).
121 Merton (1971, S. 384 ff.)
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4 Das Black-Scholes-Optionsbewertungsmodell
4.1 Einleitung
Grundlage dieses Kapitels ist die von Fischer Black und Myron Scholes 1973 entwickelte
Formel zur Bewertung europäischer Kaufoptionen. Sie stellt einen Meilenstein in der Fi-
nanzmarkttheorie dar und bildet die Grundlage der Modelle zur Bewertung derivativer In-
strumente. Die Grundidee des Optionsbewertungsmodells lautet:
„If options are priced in the market, it should not be possible to make sure profits by creating
portfolios of long and short positions in options and their underlying stocks.“122
Es wird gefordert, daß jeder Optionspreis die Bedingung der Arbitragefreiheit erfüllt. Damit
wird die Aussage des Modells zustandsbedingter Wertpapiere, daß die Preise von Optionen in
einem vollständigen Wertpapiersystem nur von den Preisen der anderen am Kapitalmarkt ge-
handelten Wertpapiere abhängen, auf die der Realität mehr entsprechende Welt stetiger Akti-
enkurse übertragen. Bei der nun folgenden Herleitung wird die Notation des Originalartikels
verwendet.
4.2 Herleitung der originalen Black-Scholes-Formel
Black-Scholes treffen in ihrem Modell die folgenden Annahmen:123
1. Der kurzfristige Zinssatz ist bekannt und konstant.
2. Das Underlying zahlt keine Dividenden, Zinsen, Bezugsrechte usw.
3. Es handelt sich um eine „europäische“ Option, d.h. die Option kann nur am Ende der Op-
tionslaufzeit ausgeübt werden.
4. Es existieren keine Transaktionskosten für den Kauf bzw. Verkauf des Underlyings und
der Option.
5. Geldausleihung und Geldanlage sind ohne Einschränkungen zum sicheren Zinssatz mög-
lich.
6. Leerverkäufe sind uneingeschränkt und ohne Hinterlegung von Sicherheiten möglich.
7. Der Kurs des Underlyings folgt einem den Marktteilnehmern bekannten, zeitkontinuierli-
chen Random-Walk-Prozeß mit einer Varianz proportional zum Quadrat des Kurses des
Underlyings. Diese Annahme impliziert eine logarithmische Normalverteilung des Un-
derlyings.
                                                
122 Black/Scholes (1973, S. 637)
123 zu den Modellannahmen vgl. auch Loistl (1992, S. 341)
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Nach Loistl124 erweisen sich die ersten sechs Modellannahmen für die Gültigkeit des Opti-
onsbewertungsmodells als nicht entscheidend. Der siebenten Modellannahme kommt jedoch
eine entscheidende Rolle für die mathematische Herleitung des Modells zu.
Sind die Modellannahmen erfüllt, hängt der Preis einer Option allein vom Kurs des Underly-
ings, der Zeit bis zur Ausübung sowie bekannten und konstanten Größen ab.125 Deswegen ist
es möglich, ein von Aktienkursänderungen unabhängiges Hedgeportfolio zu schaffen, das aus
einer long-Position des Underlyings126 und short-Positionen127 der Option besteht. Sei
( )t,xw (4-1)
der vom Kurs des Underlyings x und der Zeit bis zur Ausübung t abhängige Wert einer Opti-
on mit dem Ausübungspreis c. Für die ersten Ableitungen des Optionspreises nach dem Kurs
des Underlyings und der Zeit wird folgende Notation verwendet:
( ) ( )
x
t,xwt,xw x ∂
∂
= (4-2)
( ) ( )
t
t,xwt,xw t ∂
∂
= (4-3)
Nun wird ein Hedgeportfolio P bestehend aus einem Stück des Underlyings (long-Position)
und
( )t,xw
1
x
(4-4)
Stillhalterposition in den Optionen (short-Position) gebildet, sein Wert beträgt:
( ) ( )t,xwt,xw
1xP
x
⋅−= (4-5)
Der Wert des Portfolios ist für marginale Kursänderungen unabhängig vom Kurs des Under-
lyings, da die erste partielle Ableitung des Portfolios nach dem Kurs des Underlyings Null
beträgt:128
                                                
124 Loistl (1992, S. 341)
125 Die nachfolgende Herleitung in diesem Kapitel ist eine Wiedergabe von Black/Scholes (1973).
126 Das bedeutet den Kauf einer Aktie.
127 Das bedeutet eine Stillhalterposition in einer später noch zu bestimmenden Stückzahl der Option.
128 Die Anzahl der Optionen im Portfolio (1/wx) hängt vom Kurs des Underlyings ab. Nach dem Schaffen des
Portfolios ändert sich die Anzahl der Optionen im Portfolio nicht mehr. Bei der Bildung der Ableitung ist sie
demnach eine Konstante, selbst wenn die zweite Ableitung des Optionspreises nach dem Kurs des Underly-
ings nicht Null ist. Erst nach der Kursänderung muß die Anzahl der Optionen erneut angepaßt werden.
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(4-6)
Für marginale Kursänderungen des Underlyings ist der Wert des Portfolios demnach unab-
hängig von Wertänderungen des Underlyings. Mit jeder Änderung der Variablen x und t muß
die Anzahl der Optionen im Portfolio angepaßt werden. Erfolgt die Anpassung kontinuierlich,
ist der Wert des Portfolios unabhängig vom Kurs des Underlyings.
Sei ∆x die Kursänderung des Underlyings in einem kurzen Zeitintervall ∆t, dann beträgt die
Wertänderung des Portfolios:
( ) ( )t,xwt,xw
1xP
x
∆⋅−∆=∆ (4-7)
wobei die Änderung des Optionspreises ∆w, hervorgerufen durch die Kursänderung des Un-
derlyings ∆x und die Änderung der Zeit bis zur Ausübung ∆t, beträgt:
( ) ( ) ( )t,xwtt,xxwt,xw −∆+∆+=∆ (4-8)
Aufgrund der Annahme des zeitkontinuierlichen Zufallsprozesses, dem die Kursänderung des
Underlyings unterliegt, kann Ito´s Lemma129 angewendet werden, um die Kursänderung der
Option als Funktion der partiellen Ableitungen des Optionspreises und der Varianz des Zu-
fallsprozesses darstellen zu können. Eine Variable x folgt einem Ito Prozeß, wenn gilt:
( ) ( )dzt,xbdtt,xadx += (4-9)
Dabei sind a und b Funktionen von x und t, während dz ein zeitkontinuierlicher Random-
Walk-Prozeß ist. Die Variable x besitzt die Drift a und die Varianz b2. Ito´s Lemma besagt,
daß, wenn x einem Ito-Prozeß folgt, dann auch jede nichttriviale Funktion f(x, t) ebenfalls ei-
nem Ito-Prozeß folgt.130 Die Veränderung der Funktion kann dann mit Hilfe der partiellen
Ableitungen der Funktion beschrieben werden durch:
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )dzbt,xfbdtbt,xf5,0t,xfat,xft,xdf x2xxtx ⋅⋅+⋅⋅++⋅= (4-10)
Dies wird nun auf die Kursänderung des Underlyings angewendet, für die gilt:
zxvtxmx ∆⋅+∆⋅=∆ (4-11)
                                                
129 Ito (1954, 1-51)
130 Eine kompakte Erklärung von Ito´s Lemma wird gegeben in Hull (1993, S. 208 ff.).
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Wobei m der Erwartungswert der Rendite ist und v2 deren Varianz darstellt. Die Veränderung
des Optionspreises lautet nun:131
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) zxvt,xwtxvt,xw5,0t,xwxmt,xwt,xw x22xxtx D××+D×××+-××=D (4-12)
Dabei unterliegen sowohl x als auch w(x, t) derselben Quelle der Unsicherheit, dem Random-
Walk-Prozeß Dz. Die Wertveränderung des Hedgeportfolios lautet nun:
( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) zxvt,xwt,xw
1
txvt,xw5,0t,xwxmt,xw
t,xw
1
zxvtxmP
x
x
22
xxtx
x
D××-
D×××+-××-D×+D×=D
(4-13)
Dabei wird das Risiko im Hedgeportfolio vollständig eliminiert, da sich die Einflüsse des
Random-Walk-Prozesses Dz gegenseitig kompensieren. Die Wertänderung des Hedgeportfo-
lios in einem kurzen Zeitintervall Dt beträgt:
( ) ( )( )
( ) tt,xw
t,xwxvt,xw5,0
P
x
t
22
xx D×
-×××
-=D (4-14)
Da das Portfolio gegenüber Kursänderungen risikolos ist, muß sein Wertzuwachs gleich dem
Zinssatz einer risikolosen Anlage, dem kurzfristigen Zinssatz r, sein, da sonst Arbitrage mög-
lich wäre. Die Wertänderung des Portfolios DP muß demnach rPDt betragen. Folglich muß
gelten:132
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Division durch Dt und anschließendes Auflösen nach wt(x,t) führt zu:
( ) ( ) ( ) ( )t,xwxv5,0t,xwrxt,xwrt,xw xx22xt ×××+××+×-= (4-16)
                                                
131Die Ableitung des Optionspreises nach der Zeit wt geht mit negativem Vorzeichen in die Differentialgle i-
chung ein. Die Zeitveränderung Dt in Gleichung (4-8) bedeutet eine Zunahme der Restlaufzeit. In den folgen-
den Gleichungen, insbesondere in Gleichung (4-16) bedeutet Dt die Dauer des Haltens eines Aktivums, also
eine Vorwärtsbewegung (positives Vorzeichen) auf dem Zeitstrahl. Im Originalartikel, wird die Restlaufzeit
der Option als t*-t definiert, während sie hier als t definiert ist. Die Ableitung des Optionspreises nach der
Restlaufzeit t unterscheidet sich deswegen von der Ableitung des Optionspreises nach der Zeit t des Original-
artikels durch das negative Vorzeichen. In der Differenzengleichung muß deswegen das negative Vorzeichen
geschrieben werden, da x nicht von t sondern von -t abhängt.
132Die Formel (4-15) und die aus ihr resultierende Gleichung (4-16) wird im Folgenden als Arbitragefreiheitsbe-
dingung bezeichnet. Sollte eine Option am Markt nicht arbitragefrei bewertet sein, so drückt die Differenz aus
der linken und rechten Seite von (4-15) den Arbitragegewinn aus. Für Dt = 1 ermöglicht die Division durch
den Portfoliowert (4-5) die Ermittlung der Arbitragerendite.
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Mithin ist die erste Ableitung des Optionspreises nach der Zeit bekannt. Zum Zeitpunkt der
Fälligkeit der Option t = 0 gilt für den Wert der Option w in Abhängigkeit vom Ausübungs-
preis c:
( )
cxfür
cxfür
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0,xw
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= (4-17)
Es gibt nur eine einzige Funktion, welche die in (4-16) ermittelte erste Ableitung nach der
Zeit aufweist und gleichzeitig der Grenzbedingung (4-17) genügt. Diese Funktion muß die
Optionsbewertungsformel sein. Um die Differentialgleichung zu lösen, wird folgende Sub-
stitution vorgenommen, indem für den Optionspreis der mit dem risikolosen Zinssatz diskon-
tierte Wert der Option y(u, s) zum Ausübungszeitpunkt eingesetzt wird:
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Durch diese Substitution gilt:
( ) ( )s,uys,uy uus = (4-19)
Die Grenzbedingung lautet nach der Substitution:
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Die Differentialgleichung (4-19) entspricht der Fourier´schen Differentialgleichung der Wär-
meleitung für den Spezialfall des eindimensionalen Raumes133 und kann mit Hilfe der Fou-
rierreihenentwicklung gelöst werden134 als:
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133vgl. Nelle (1996, S. 2 - 3)
134Black/Scholes verweisen zur Lösung der Differentialgleichung auf Churchill (1963, S.155).
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Einsetzen der Formeln für u und s und anschließendes Umformen führt zur Black-Scholes-
Formel:
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In der in dieser Arbeit verwendeten Notation lautet sie:
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wobei K0 der Kassakurs des Underlyings, S der Ausübungspreis der Option, i der stetige si-
chere Zinssatz, s die Standardabweichung der stetigen Rendite des Underlyings und t die
Restlaufzeit bis zur Fälligkeit der Option sind.
Die ersten Ableitungen der Optionsbewertungsformel nach der Zeit und dem Aktienkurs so-
wie die zweite Ableitung nach dem Aktienkurs lauten:135
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135Die Ermittlung der Ableitungen wird im Anhang dargestellt.
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Die in der Gleichung (4-22) bzw. (4-23) wiedergegebene Formel erfüllt die Bedingungen der
Arbitragefreiheit der Ableitung nach der Zeit (4-16) und die Grenzbedingung (4-17) und stellt
deswegen die Formel zur arbitragefreien Bewertung von europäischen Call-Optionen dar.
4.2.1 Rechenbeispiel
Auf ein Underlying mit einem Kurs von 100 wird eine Option mit einem Ausübungpreis von
120 und einem halben Jahr Restlaufzeit geschrieben. Die Volatilität des Underlyings beträgt
25 % und der sichere Zins 3 % p.a.. Der Black-Scholes-Preis beträgt entsprechend (4-23):
K0 = 100 S = 110 t = 0,5 i=ln(1,03) s = 25 %
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4.3 Weiterentwicklungen - Die Klasse der ARCH-Modelle
Für die Besonderheit der Kursentwicklung an den Börsen, die von der Annahme eines streng
logarithmisch normalverteilten Wachstumsprozesses abweicht, wurde die Klasse der Auto
Regressive Conditional Heteroskedasticity-Modelle (ARCH-Modelle) entwickelt. Der Grund-
gedanke dieser Modelle besteht darin, daß sich jede Wahrscheinlichkeitsverteilung als Sum-
me ihrer bedingten Dichtefunktionen modellieren läßt.136 Der Erwartungswert und die Vari-
anz der ARCH-Modelle bilden eine Funktion der in den Vorperioden aufgetretenen Realisa-
tionen. Die ARCH-Modelle stellen somit eine Verallgemeinerung der logarithmischen Nor-
malverteilung dar. Die logarithmische Normalverteilung ist deswegen ein Spezialfall des
ARCH-Modells für den Fall, daß sämtliche bedingte Verteilungen gleich und damit unabhän-
gig von den eingetretenen bzw. zukünftig eintretenden Umweltzuständen sind. Begründet
wurde das ARCH-Modell von Robert F. Engle 137, der es in einer ökonometrischen Untersu-
chung auf die Inflationsrate von Großbritannien anwendete, um zu erklären, warum in einigen
                                                
136Engle (1995, S. XI)
137Engle (1982)
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Zeitabschnitten die Varianz der Inflation größer war als in anderen. Schon bald erfolgte die
Anwendung des ARCH-Modells auf dem Gebiet der Finanzmärkte. Im ARCH-M-Modell138
wird davon ausgegangen, daß die erwartete Rendite eines Wertpapiers139 im CAPM-
Gleichgewicht von seinem Risiko - also seiner Varianz - abhängt. Daraus folgt, daß die be-
dingte Varianz des Wertpapiers seinen bedingten Erwartungswert beeinflußt.
Das ursprüngliche ARCH-Modell wurde von Bollerslev140 zum General ARCH (GARCH)
verallgemeinert. In dem GARCH-Modell wird die bedingte Varianz aus den Realisationen der
Vorperioden und den Varianzen der Vorperioden ermittelt, wodurch eine flexible Lag-
Struktur der bedingtem Varianz (analog dem adaptivem Lernen) ermöglicht wurde. Wiederum
wurde das Modell zuerst zur Beschreibung der Inflationsrate angewendet.
1987 wurde das GARCH-Modell erstmalig auf dem Gebiet Finanzmarkttheorie von
French/Schwert/Stambergh141 angewendet, die den Risk-Return-Zusammenhang des S&P-
Index von 1928 bis 1984 modellierten. In den nachfolgenden Jahren erfolgten zahlreiche
weitere Modifizierungen des ursprünglich linearen ARCH-Modells mit dem Ziel, die Abhän-
gigkeitsbeziehung der Varianz von den Realisationen der Vorperioden optimal zu ermitteln
und so die im jeweiligen Modell zugrundeliegende Verteilung so genau wie möglich der tat-
sächlich am Markt beobachteten Verteilung anzunähern. Es werden dabei entsprechend den
zugrundeliegenden Funktionsklassen folgende Modelltypen unterschieden,142 wobei aller-
dings kein Anspruch auf Vollständigkeit erhoben wird:
• Nonlinear ARCH-Modelle (NARCH)143
• Quadratic ARCH-Modelle (QARCH)144
• Asymetric ARCH-Modelle (AARCH)145
• Treshold ARCH-Modelle (TARCH)146
• Switching ARCH-Modelle (SWARCH)147
• Exponential GARCH-Modelle (EGARCH)148
                                                
138 Engle/Lilien/Robins (1987)
139 In dem Artikel werden lediglich 3- und 6-Monats-Treasury-Bonds untersucht.
140 Bollerslev (1986)
141 French/Schwert/Stambaugh (1987)
142 Bollerslev/Engle/Nelson (1993)
143 Higgins/Bera (19)
144 Sentana (1991)
145 Engle (1990)
146 Gourieroux/Monfort (1992)
147 Cai (1993) und Hamilton/Susmel (1994)
148 Nelson (1991)
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Ein nicht unerheblicher Nachteil der ARCH-Modelle ist ihre Ausrichtung auf die mathema-
tisch-statistische Auswertung der beobachteten Kursentwicklung. Der allgemeine GARCH-
Prozeß wird für Renditen modelltheoretisch mit mehreren Argumenten begründet. Hauptau-
genmerk liegt dabei auf dem Modellkonzept, daß auf dem Markt neu auftretende Informatio-
nen die Varianz der Rendite beeinflussen. Verstärkend wirken noch die durch geringe Markt-
effizienz hervorgerufene Bubble-Bildung, die Langsamkeit des Informationsdiffussionspro-
zesses sowie Phänomene der Marktpsychologie. Das ARCH-M-Modell ist das einzige Mo-
dell, das auf einem ökonomischen Fundament, dem CAPM, beruht. Den anderen ARCH-
Modelltypen liegt in der Regel keine ökonomische Theorie zugrunde, die begründet, warum
ein bestimmter Modelltyp die Kursentwicklungen besser beschreiben können soll als ein an-
derer. Die Autoren beschränken sich lediglich darauf, den Modelltyp zu ermitteln, der die ge-
ringsten Abweichungen der prognostizierten von den beobachteten Werten liefert.149
Während in den ersten Untersuchungen überwiegend Monatsrenditen analysiert wurden, ist
mit zunehmender Leistungsfähigkeit der Computer ein Prozeß in Gang gesetzt worden, immer
kürzere Zeitabstände bei der Modellierung der ARCH-Prozesse zu verwenden, um den An-
wendungszwecken - vor allem der Bewertung des kurzfristigen Risikos der offenen Positio-
nen im Eigenhandel der Banken - besser gerecht zu werden. Das Ziel der Ermittlung des fai-
ren Optionspreises trat dagegen immer mehr in den Hintergrund. Nicht zuletzt deshalb, weil
sich jede mit einer ARCH-Verteilung gemachte Prognose bei längeren Betrachtungszeiträu-
men und Stationärität des ARCH-Prozesses an die Ergebnisse der nichtbedingten Verteilung
annähert, so daß bei Optionslaufzeiten von mehreren Monaten oder länger die Anwendung
der ARCH-Modelle zu den gleichen Ergebnissen führen muß wie die Anwendung der Black-
Scholes-Formel.
Nachfolgende Abbildung soll die Konvergenz der ARCH-Modelle gegen die logarithmische
Normalverteilung mit zunehmender Dauer des Prognosehorizonts am Beispiel der DAX-
Tagesrenditen veranschaulichen. Die Graphik zeit die tatsächlichen Tagesrenditen und die mit
einem GARCH(1, 1)-Modell ermittelten 95 %-Konfidenzintervalle für zwei Zeitpunkte.
                                                
149 vgl. dazu auch den Überblicksartikel von Bellerslev/Engle/Nelson (1993)
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Abbildung 4-1: Konvergenz des GARCH(1,1)-Prozesses des DAX gegen die log-Normalverteilung150
Am 11.11.1987, kurz nach dem Börsenkrach, wies der DAX eine sehr große Volatilität auf.
Am 11.05.1992 waren die DAX-Renditen durch eine sehr geringe Volatilität gekennzeichnet.
Die mit dem GARCH-Modell ermittelten Konfidenzintervalle konvergieren bei beiden Zeit-
punkten sehr schnell gegen das Konfidenzintervall der logarithmischen Normalverteilung (die
gestrichelten Waagerechten). Ab einem Porgnosehorizont von rund 10 Börsentagen sind die
Konfidenzintervalle des GARCH-Modells und der logarithmischen Normalverteilung iden-
tisch. Durch die Verwendung der ARCH-Modelle lassen sich zusätzliche Informationen nur
für sehr kurz laufende Optionen gewinnen. Für die Bewertung länger laufender Optionen, in
diesem Fall ab einer Optionslaufzeit von 2 Wochen, liefern sie aber keine zusätzlichen Infor-
mationen. Die Bewertung langlaufender Optionen liefert mit dem ARCH-Modell deswegen
die gleichen Ergebnisse wie die originäre Black-Scholes-Formel, wobei die Black-Scholes-
Formel wegen ihrer Einfachheit und des geringeren Aufwandes für die Ermittlung der Input-
Daten den ARCH-Modellen überlegen ist.
                                                
150 aus Brechtmann (1998)
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5 Kritik am Black-Scholes-Modell
Die schlagkräftigste Kritik am Black-Scholes-Modell stammt von seinen Erfindern selbst, da
es weder Black noch Scholes noch Merton gelungen war, durch die Anwendung ihres Mo-
dells Abweichungen der Marktpreise von den theoretischen Preisen zur Realisierung über-
durchschnittlich großer Gewinne auszunutzen. Vielmehr führte die Umsetzung dieser Strate-
gie, anstatt zu den erwarteten Gewinnen, zu erheblichen Verlusten. Black schreibt dazu:151
 „When I, Merton and Scholes invested in warrants, Professor Merton lost the most and I lost
the least.“
Die Kritikpunkte am Black-Scholes-Optionsbewertungsmodell können in vier Grundrichtun-
gen systematisiert werden. Die Erste setzt an den restriktiven Modellannahmen an, die an
realen Börsen nicht erfüllt sind. Die Zweite kritisiert den Arbitrageprozeß, der dem Options-
preismodell zugrunde liegt. Dabei werden zum einen die modelltheoretischen Probleme der
Umsetzung des Arbitrageprozesses und zum anderen die praktische Umsetzung der Arbitra-
gestrategie an den Börsen analysiert. Weitere Kritikrichtungen an dem Black-Scholes-Modell
stellen die Herleitung der Optionsbewertungsformel und die empirische Validierung dar.
Nachfolgende Abbildung zeigt die Systematik der Modellkritik.
Kritik an den Modellannahmen
• log-Normalverteilung der Kurse
• Stetigkeit der Verteilung
• Konstanz der Verteilungsparameter
• Konstanz des Zinssatzes
• Ausschluß von Steuern
• Ausschluß von Transaktionskosten
Empirische Überprüfung
• Volatility Smile
Kritik am Black-
Scholes-Modell
Ablauf in der realen Welt
• Wirksamkeit des Arbitrageprozesses
• fehlende Konkurrenz der Arbitrageure
• Leerverkaufsbeschränkungen
• Kostendeckung des Arbitragegewinns
• Opportunitätskosten der Arbitrageure
Modellimplikationen
• fehlende Markträumung
• Probleme niedriger Ausübungspreise
• Rückwirkung des Modells auf µ
• Rückwirkung des Modells auf σ
• Besonderheiten bei Risikoneutralität
• Put-Paradoxon
Kritik an der Herleitung
• fehlende Selbstfinanzierung des
Hedgeportfolios
Kritik am Konzept als
Arbitragemodell
Abbildung 5-1: Kritik am Black-Scholes-Modell
                                                
151 Black (1990, S. 11)
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5.1 Kritik der Modellannahmen
Das Optionsbewertungsmodell von Black und Scholes beruht auf zum Teil sehr restriktiven
und realitätsfremden Modellannahmen. Fischer Black sagt dazu:152
„I sometimes wonder why people still use the Black-Scholes formula, since it is based on such
simple assumptions - unrealistically simple assumptions.“
In diesem Kapitel werden die Modellannahmen näher analysiert und die Auswirkung der
Verletzung der Modellannahmen auf die Validität des Optionsbewertungsmodells untersucht.
5.1.1 Logarithmische Normalverteilung der Aktienkurse
Die Annahme logarithmisch normalverteilter Aktienkurse war Gegenstand zahlreicher Unter-
suchungen.153 Allgemein besitzt die logarithmische Normalverteilung die vorteilhafte Eigen-
schaft, daß der Erwartungswert und die Varianz der Rendite unabhängig vom Kurs des Un-
derlyings sind. Demnach ist es für die zu erzielende Rendite irrelevant, ob eine oder mehrere
Aktien gehalten werden - es lassen sich keine Größenvorteile erzielen. Diese Eigenschaft ist
nicht nur notwendige Voraussetzung für die Arbitragefreiheit der Kapitalmärkte, sie verein-
facht ebenso die mathematische Ermittlung der Portfoliorenditen.
Ex ante kann die logarithmische Normalverteilung wie folgt begründet werden. Allgemein
wird angenommen, daß die Erträge eines Assets in den einzelnen Perioden voneinander unab-
hängig sind und der gleichen Verteilung unterliegen.154
Die Annahme der Unabhängigkeit der einzelnen Periodenrenditen ergibt sich aus der Theorie
informationseffizienter Kapitalmärkte. Im Sinne dieser Theorie wird die Kursbewegung von
Aktien durch einen Zufallsprozeß beschrieben, der sich aus dem Erwartungswert der Rendite
und einem auf neue Informationen beruhenden Störtherm ergibt. Die Realisationen des Stör-
terms besitzen den Erwartungswert Null und sind unabhängig voneinander, da für informati-
onseffiziente Kapitalmärkte gilt:
„Neue Informationen können nur zufällig und unerwartet den Markt treffen, da antizipierbare
Informationen weder neu noch zufällig sind. Da jedoch Informationen zufällig und unabhän-
                                                
152 Black (1990, S. 11)
153 Die eigene empirische Untersuchung für den DAX (siehe Anhang) ergab, daß für kurze Periodendauern das
Vorliegen einer logarithmischen Normalverteilung mit Sicherheit ausgeschlossen werden kann. Die Wahl ei-
ner längeren Periodendauer verbessert aber das Ergebnis zugunsten der logarithmischen Normalverteilung.
Bei Jahresrenditen beträgt die Irrtumswahrscheinlichkeit nur noch 17 %.
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gig von früheren Informationen sind, sind demnach auch die Preisveränderungen zufällig und
unabhängig von früheren Preisveränderungen.“155
Wenn die Renditen voneinander unabhängig sind und der gleichen Verteilung mit endlichem
Erwartungswert und endlicher Varianz unterliegen, so konvergiert die Summe der logarithmi-
schen Renditen aufgrund des Zentralen Grenzwertsatzes der Mathematik gegen die Normal-
verteilung. Die Aktienkurse müssen deswegen auf informationseffizienten Kapitalmärkten lo-
garithmisch normalverteilt sein.156
Empirische Untersuchungen der Wertpapierkurse haben dagegen ergeben, daß die Bedingung
der Unabhängigkeit der einzelnen Wertpapierrenditen sowie die Annahme, daß sämtliche
Wertpapierrenditen der gleichen Verteilung unterliegen, in zahlreichen Fällen nicht erfüllt
sind.157 Besonders für kurze Periodendauern (Tages- oder Wochenrenditen) trat das Phäno-
men auf, daß die Renditen autokorreliert waren. Für diese Fälle ist die Forderung nach Unab-
hängigkeit der Zufallszahlen voneinander nicht erfüllt, weswegen der Zentrale Grenzwertsatz
nicht angewendet werden kann. Die Kursentwicklung wird dann nicht mehr durch eine loga-
rithmische Normalverteilung beschrieben. Die Anwendung der Black-Scholes-Formel würde
in diesen Fällen zu Fehlern bei der Optionsbewertung führen. Die Autokorrelation der Wert-
papierrenditen besitzt aber nur für die Risikomessung von Optionsportfolios und für Optionen
mit sehr kurzer Restlaufzeit eine Bedeutung, da die Verteilung autoregressiver Renditen mit
zunehmender Periodenanzahl sehr schnell gegen die logarithmische Normalverteilung kon-
vergiert.158
5.1.2 Zeitkontinuierlichkeit der Logarithmischen Normalverteilung
Die logarithmische Normalverteilung besitzt die Eigenschaft, daß die Varianz der logarithmi-
schen Rendite kurzer Perioden auf die langer Perioden hochgerechnet werden kann. Dies hat
den Vorteil, daß nicht die Varianz jeder möglichen Periodenlänge ermittelt werden muß, da
die Varianzen der einzelnen Periodendauern aus der Varianz einer Periode - in der Praxis hat
sich die Standardisierung auf ein Jahr durchgesetzt - errechnet werden kann. Darin liegt aber
auch ein Problem, da die Marktteilnehmer auf mittlere Frist die logarithmische Normalver-
                                                                                                                                                        
154 Sharpe, William, F.: „Multi-period Returns“, Internet-Working-Paper, Download möglich unter
http://www.sharpe.stanford.edu/mia_rr3.htm
155 Gaab (1983, S. 52)
156 Die Log-Normalverteilung ist schon im dritten Kapitel CAPM ausführlich vorgestellt worden.
157 In der Literatur sind zahlreiche Tests auf Autokorrelation von Kursen durchgeführt worden. So waren zum
Beispiel 32 von den 45 wichtigsten skandinavischen Aktien in der Zeit vom 01.01.1991 bis zum 31.12.1996
mit einem Signifikanzniveau von 95 % autokorreliert. (Hagerud, 1997)
158 siehe dazu Unterkapitel „ARCH-Modelle“
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teilung allgemein als Verteilung der Aktienkurse akzeptieren, aber für  langfristige Planungs-
zeiträume einen Mean-Reversion-Prozeß159 unterstellen. Das bedeutet, daß die unterstellte
Varianz der langfristigen Renditen geringer ist, als die Varianz, die man erhält, wenn man die
kursfristige Varianz auf die langfristige hochrechnet. Werden aber die Ein-Jahres-
Volatilitäten zur Berechnung sehr langfristiger Volatilitäten verwendet, so führt das zu Wer-
ten, die so unrealistisch groß erscheinen, daß kein Marktteilnehmer sie wirklich in seine Er-
wartungsbildung einbeziehen wird. Dies soll durch ein Beispiel verdeutlicht werden. Für die
derzeitigen Marktdaten σ = 25 % und µ = 5 %160 ergibt sich aus der Annahme der logarithmi-
schen Normalverteilung ausgehend von einem DAX-Kurs von 4.600 folgende Dichte für den
DAX-Kurs in 25 Jahren:
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Wahrscheinlichkeit, daß der DAX in 25 Jahren einen bestimmten Kurs unterschreitet
für DAX = 4.600,  µ = 5 %  und  σ =25 %
Abbildung 5-2: Dichtefunktion des DAX-Kurses in 25 Jahren bei logarithmischer Normalverteilung
Die aus der logarithmischen Normalverteilung unter Verwendung der jetzigen Marktparame-
ter resultierende Wahrscheinlichkeit, daß der DAX in 25 Jahren unter dem heutigen Stand
liegt, beträgt demnach rund 20 %. Befragt man jedoch Marktteilnehmer, so wird die Wahr-
scheinlichkeit, daß der DAX in 25 Jahren den gleichen Wert wie heute besitzt, mit nahe Null
angegeben. Auch historisch ist ein solches Phänomen nicht zu belegen, selbst nach dem Bör-
sencrash 1929 haben sich die Kurse schneller wieder erholt.
                                                
159 Ein Mean-Reversion-Prozeß besitzt die Eigenschaft, daß er tendenziell stets zum Mittelwert der Zufallsgröße
zurückkehrt. Deswegen sind nach starken Veränderungen in die eine Richtung, starke Veränderungen in die
entgegengesetzte Richtung wahrscheinlich. Als Beispiele für Mean-Reversion-Prozesse können Zinsen oder
auch das Wirtschaftswachstum angesehen werden. Zu Anwendungen auf dem Gebiet der Finanzmärkte vgl.
Chiang/Liu/Okunev (1995), Forbes (1996) und Miller/Muthuswamy/Whaley (1994).
160 Dies bedeutet ein erwartetes jährliches Wachstum von rund 10 %.
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Daß die Marktteilnehmer langfristig mit einem sichereren Wachstumsprozeß als kurzfristig
rechnen, kann damit erklärt werden, daß sie die Periodenrenditen als nicht perfekt miteinander
korreliert betrachten, weswegen sie für das Halten der Wertpapiere über mehrere Perioden ei-
ne Risikominderung erwarten. Bei der logarithmischen Normalverteilung besitzt aufgrund ih-
rer Gesetzmäßigkeiten ein einziger schlechter Börsentag hingegen die gleiche Eintrittswahr-
scheinlichkeit wie mehrere aufeinanderfolgende schlechte Börsenjahre, wenn diese mehreren
Jahre als eine Periode definiert werden. Die Marktteilnehmer unterstellen deswegen für die
langfristigen Aktienkurse eher einen Mean-Reversion-Prozeß als eine Log-Normalverteilung.
Praktisch kann es keine börsennotierten Unternehmen geben, die mehrere Perioden hinterein-
ander Renditen unterhalb des Marktzinses erwirtschaften. Diese Unternehmen werden entwe-
der auf den Druck der Aktionäre hin vom eigenen Management restrukturiert, um anschlie-
ßend wieder adäquate Renditen zu erzielen161, oder aber sie verschwinden ganz vom Kurs-
zettel, da sie entweder in Konkurs gehen oder aber von Konkurrenten übernommen werden.
Auch die Umrechnung der Jahresvolatilität auf kurze Periodendauern birgt Probleme. So be-
trägt bei einer Jahresvolatilität von 25 % die Wahrscheinlichkeit, daß sich bei einer Aktie mit
einem Kurs von 100 der Kurs um mehr als 0,50 ändert weniger als 5 %162. Erfahrungsgemäß
schwanken Aktien aber wesentlich stärker, wie die Existenz der Daytrader belegt. Selbst die
Bid-Ask-Spannen sind - mit Ausnahme des DAX-Index und der größeren DAX-Werte - deut-
lich größer als der unterstellte 0,5%-Kursanstieg. Die Umrechnung der Jahresvolatilität auf
sehr kurze Periodendauern führt deswegen zu einer drastischen Unterschätzung der tatsächli-
chen Marktvolatilität.
Für die Anwendung der Optionsbewertungsformel bedeutet dies, daß die Volatilitäten der
Laufzeit angepaßt werden müssen. Insbesondere bei langlaufende Optionen müssen geringere
Volatilitäten verwendet werden, um zu vermeiden, daß der Optionspreis durch das Black-
Scholes-Modell überschätzt wird. Für die praktische Anwendung des Black-Scholes-Modells
spielt dieses Problem nur eine untergeordnete Rolle, da die an der Eurex gehandelten Opti-
onskontrakte allgemein kurze163 Laufzeiten aufweisen, so daß die langfristige Überschätzung
der Volatilität nicht ins Gewicht fällt, da Optionen, die eine so lange Laufzeit besitzen, daß
bei ihnen der Mean-Reversion-Effekt eine Rolle spielen könnte, an den Börsen nicht gehan-
                                                
161 vgl. auch Günther (1997, S. 153)
162 Auf Minutensicht beträgt bei der unterstellten Jahresvolatilität von 25 % die Wahrscheinlichkeit einer Kurs-
steigerung um 0,02 weniger als 1 %.
163 Es werden keine Laufzeiten über 2 Jahre gehandelt.
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delt werden. Lediglich bei Optionsanleihen kommen Laufzeiten bis zu 5 Jahren vor. Laufzei-
ten darüber sind jedoch äußerst selten.
Für langlaufende Optionen bezahlen die Käufer der Option, aufgrund der durch die logarith-
mische Normalverteilung überschätzten Volatilität, einen viel zu hohen Optionspreis. Diese
Überschätzung des Optionspreises wird aber zum Teil dadurch kompensiert, daß Aktien lang-
fristig mit einem höheren Erwartungswert der stetigen Rendite wachsen, als der sichere Zins-
satz impliziert. Dieser größere Erwartungswert besitzt im Black-Scholes-Modell keine Aus-
wirkung auf den Optionspreis164, bewirkt aber insbesondere bei langen Laufzeiten erwartete
Optionsauszahlungen am Fälligkeitstag, die deutlich über dem sicher verzinsten Optionspreis
liegen, so daß die Optionspreiskäufer dennoch mit einer Risikoprämie entlohnt werden.
5.1.3 Stetigkeit der Verteilung
Ein Problem der Anwendbarkeit des Black-Scholes-Modells stellt die Forderung nach der
Stetigkeit der zufälligen Kursentwicklung dar. Black/Scholes165 weisen darauf hin, daß das
Hedgeportfolio nur für kleinste Kursänderungen des Underlyings risikofrei ist, da die ersten
Ableitungen des Optionspreises nicht konstant sind und folglich nur in dem einen Punkt gel-
ten. Für die Risikolosigkeit des Hedgeportfolios ist es deswegen zwingend erforderlich, daß
die Kursentwicklung stetig erfolgt, damit die ständige Anpassung des Hedgeportfolios auf-
grund der Veränderung der ersten Ableitung des Optionspreises durchgeführt werden kann.
Wenn die Kursentwicklung aber nicht stetig, sondern wie an realen Börsen diskret166 oder
aber in Sprüngen167 erfolgt, ist das Hedgeportfolio nicht mehr risikolos und damit die Anwen-
dung der Black-Scholes-Formel nicht mehr zulässig.168 Während die Auswirkung des diskre-
ten Charakters der Börsenkurse eher gering sind, so daß sie für die praktische Anwendbarkeit
nicht ins Gewicht fallen, kommt der möglichen Existenz sprunghafter Kursentwicklung ent-
scheidende Bedeutung zu. Black schrieb zu der Annahme der stetigen Kursentwicklung:169
„The original formula assumes all price moves are small, at least from day to day. But prices
jump. They jump up on takeover enouncements. They jump down on earning disappointments.
They sometimes jump for reasons we don´t understand, as they did in October 1987.“
                                                
164 vgl. dazu Unterkapitel 4.2 Herleitung der originalen Optionsbewertungsformel
165 Black/Scholes (1973, S. 641)
166 An deutschen Börsen beträgt die kleinstmögliche Einheit der Kursnotierung bei Aktien € 0,01.
167 Neben den außergewöhnlichen Einflußfaktoren wie ad hoc-Publikationen werden Kurssprünge vor allem
durch längere Handelsaussetzungen (Börsenschluß, Feitertage, Computerausfälle, Bombendrohungen u.a.)
hervorgerufen. Diese verletzen ebenfalls die Modellannahme des kontinuierlichen Handels.
168 Genaugenommen ist wegen der diskreten Kursausprägung und der Möglichkeit von Kurssprüngen der Akti-
enkurs nicht stetig und damit nicht differenzierbar und somit jede Bildung einer Ableitung nicht zulässig.
169 Black (1990, S. 11)
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Wenn an den Börsen Kurssprünge auftreten, dann wird die Wertänderung der Optionsposition
im Hedgeportfolio nicht durch eine entgegengesetzte Wertänderung der Aktienposition voll-
ständig neutralisiert. Das Hedgeportfolio besitzt dann - aufgrund der Veränderung der ersten
Ableitung des Optionspreises nach dem Aktienkurs - Wertveränderungen, die nicht mehr dem
sicheren Zinssatz entsprechen. Der Stillhalter tätigt deswegen kein Arbitragegeschäft mehr,
sondern geht eine risikobehaftete Position ein, für die er entsprechend seiner Risikoaversion
mit einer Risikoprämie belohnt werden muß. Wenn Kurssprünge auftreten können, müssen
deswegen die Stillhalter einen höheren Optionspreis als den Black-Scholes-Preis fordern.
Da das Hedgeportfolio beim Auftreten von Kurssprüngen nicht mehr risikolos ist, können die
Optionen auf solche Aktien nicht mehr mit einem Arbitragemodell bewertet werden. Für die-
se Fälle können komplexe Optionsbewertungsformeln entwickelt werden, die den Erwar-
tungswert der Auszahlung ermitteln und diesen dann mit dem sicheren Zinssatz diskontie-
ren.170 Das Hauptaugenmerk dieser Modelle liegt aber vor allem auf der mathematischen Ab-
bildung der Kurssprünge. Deswegen wird auch nicht erklärt, warum die Stillhalter der Optio-
nen keine Risikoprämie fordern bzw. risikoneutral sein sollen. Diese Optionsbewertungsmo-
delle stehen somit im Widerspruch zur Annahme risikoaverser Wirtschaftssubjekte und kön-
nen deswegen nur einen groben Näherungswert für den Optionspreis ermitteln.
Einen bedeutenden, aber in der Literatur völlig unbeachteten Kritikpunkt an der stetigen Ver-
teilung stellt folgendes Paradoxon dar. Bei einer stetigen Verteilung kann die Kursentwick-
lung zwischen zwei Zeitpunkten (z.B. ein Tag) in beliebige viele Teilintervalle (z.B. Sekun-
den) aufgespalten werden, wobei die Kursänderungen der Teilintervalle die gleichen statisti-
schen Eigenschaften wie das Ursprungsintervall besitzen – eben dies stellt die Definition ei-
nes zeit- und zustandskontinuierlichen Prozesses dar. Investiert man nun in die Teilintervalle
(z.B. sekundenweise) so entspricht der Erwartungswert über alle Teilintervalle dem Erwar-
tungswert des Ursprungsintervalls. Dieser Ertrag tritt jedoch nach dem Gesetz der Großen
Zahlen171 mit Sicherheit ein, da durch das Bilden unendlich vieler, voneinander unabhängiger
Teilintervalle die Wahrscheinlichkeit der Abweichungen vom Erwartungswert Null beträgt.172
Bei stetigen Verteilungen von Kursen erhält man ein unsicheres Spiel, daß unendlich oft wie-
derholt werden kann. Der Erwartungswert dieses Spiels  -  also der Erwartungswert aller steti-
                                                
170 zur Optionsbewertung bei Verteilungen, die Kurssprünge zulassen vgl. Duffie/Pan/Singleton (1998)
171 vgl. Bronstein/Semandjajew (1991, S. 676)
172 An dieser Stelle bietet sich ein Vergleich mit dem Ursprung der Black-Scholes-Formel (Wärmeübertragung
im eindimensionalen Raum) an, wo die Wärmeübertragung von Atom zu Atom einen zeit- und zustandskonti-
nuierlichen Prozeß darstellt. Das Ergebnis der Übertragung tritt jedoch mit Sicherheit ein und ist als Wärme-
leitkoeffizient seit langem bekannt.
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gen Verteilungen - muß auf einem vollkommenen Markt dem sicheren Zinssatz entsprechen,
da sonst Arbitrage möglich wäre. Auf Märkten, wo die Kurse einer stetigen Verteilung unter-
liegen, muß deswegen der Erwartungswert der Rendite dem sicheren Zinssatz entsprechen,173
so daß gelten muß:
( ) irE = (5-1)
Da Gleichung (5-1) unabhängig von dem Arbitrageprozeß auf vollkommenen Märkten immer
dann erfüllt ist, wenn risikoneutrale Wirtschaftssubjekte den Markt dominieren, wird im Fol-
genden dieser Erwartungswert als risikoneutraler Erwartungswert bzw. risikoneutrales
Wachstum bezeichnet.
Da die realen Märkten offensichtlich mit einem Erwartungswert wachsen, der größer als der
risikoneutrale Erwartungswert ist, bleibt die Frage ungeklärt, warum der Arbitrageprozeß ei-
nerseits das Einstellen des Black-Scholes-Preises garantieren können soll, während er ande-
rerseits offensichtlich nicht in der Lage ist, die aus der Annahme eines zeit- und zustandskon-
tinuierlichen Prozesses resultierende allgemeine Arbitragfreiheitsbedingung des risikoneutra-
len Wachstums sicherzustellen.
5.1.4 Konstanz der Verteilungsparameter
Für die Herleitung des Modells ist es erforderlich, daß die Parameter der logarithmischen
Normalverteilung während der Optionslaufzeit konstant und den Marktteilnehmern bekannt174
sind. Da sich im Hedgeportfolio die Drift der Kursentwicklung der Aktie mit der Drift der
leerverkauften Optionen neutralisiert, besitzt der Parameter µ keinen direkten Einfluß auf die
Optionspreisformel. Deswegen ist für die Herleitung der Optionsbewertungsformel die Kon-
stanz des Parameters µ auch nicht erforderlich. Wenn aber der Parameter µ nicht konstant ist,
erschwert dies die Ermittlung der empirischen ex post-Volatilität des Underlyings.
Die Konstanz der Varianz der Rendite hingegen ist für die Risikolosigkeit des Hedgeportfoli-
os zwingend erforderlich. Empirische Untersuchungen der Wertpapierkurse175 haben ergeben,
daß besonders für kurze Periodendauern (Tages- oder Wochenrenditen) das Phänomen auftrat,
daß Cluster mit unterschiedlichen Varianzen identifiziert werden konnten. Die Konstanz der
                                                
173 Vor diesem Zusammenhang wird deutlich, warum der Optionspreis im Black-Scholes-Modell exakt dem si-
cher diskontierten Erwartungswert der Optionsauszahlung entspricht, wenn der Erwartungswert des Wach-
stums des Underlyings gleich dem sicheren Zinssatz ist.
174 Die Kenntnis der Verteilungsparameter ist nicht zwingend erforderlich, wenn die Konstanz erfüllt ist, da sie
dann leicht gemessen werden können.
175 vgl. Brechtmann (1997)
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Varianz der Renditen konnte somit empirisch nicht bestätigt werden. Deswegen muß davon
ausgegangen werden, daß an den Wertpapierbörsen diese Modellannahme nicht erfüllt ist.
Merton176 hat gezeigt, daß die Black-Scholes-Optionsbewertungsformel auch dann angewen-
det werden kann, wenn die Varianz der stetigen Renditen nicht gegeben ist, die Marktteil-
nehmer jedoch die durchschnittliche Varianz während der Optionslaufzeit kennen. Wenn dies
der Fall ist, ist das Hedgeportfolio zwar nicht mehr risikolos, aber es lassen sich langfristig
aus dem Halten des Hedgeportfolios keine Überrenditen erzielen. Für die Anwendbarkeit an
den Börsen bedeutet dies, daß sich die Marktteilnehmer nur noch auf den Erwartungswert der
Varianz der Renditen einigen müssen.
5.1.5 Konstanz des Zinssatzes
Für die Herleitung des Portfolios wird die Konstanz des kurzfristigen sicheren Zinses voraus-
gesetzt. Dies ist erforderlich, um die Risikolosigkeit des Hedgeportfolios zu garantieren. Die-
se Modellannahme ist an realen Börsen nicht erfüllt, da dort die Zinssätze Schwankungen
unterworfen sind. Das bedeutet, daß an den Börsen die Bildung eines risikolosen Hedgeport-
folios und damit die Optionsbewertung mittels des Arbitragemodells nicht möglich ist. Dies
wird jedoch dadurch relativiert, daß in entwickelten Industrieländern in der für Optionen übli-
chen Laufzeit bis zu zwei Jahren nur relative geringe Zinsschwankungen auftreten und der
Einfluß des Zinses auf den Optionspreis im Black-Scholes-Modell und damit auf den Wert
des Hedgeportfolios nur gering ist, so daß das mit dem Hedgeportfolio verbundene, durch
Zinssatzänderungen hervorgerufene Risiko vernachlässigt werden kann. Nach Merton177 ist
die Konstanz des Zinses für die Schaffung risikoloser Hedgeportfolios und damit für die Gül-
tigkeit der Black-Scholes-Formel nicht notwendige Bedingung. Es ist hinreichend, wenn für
den Zinssatz gilt, daß die Bonds ohne Ausfallrisiko im Zeitablauf einem stochastischen Ito-
Prozeß folgen.
5.1.6 Ausschluß von Steuern
Für die Herleitung der Optionsbewertungsformel wird die Abwesenheit von Steuern und
Transaktionskosten gefordert. Wenn Steuern auf die Erträge zu zahlen sind, dann ist es erfor-
derlich, daß die Kapitalerträge des Hedgeportfolios mit dem gleichen Steuersatz besteuert
werden wie der Ertrag der risikolosen Anlage. Ist dies der Fall, dann entspricht die Nettowert-
veränderung des Hedgeportfolios dem sicheren Zinssatz nach Steuern, womit die arbitrage-
                                                
176 Merton (1973)
177 Merton (1998, S. 327)
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freie Optionsbewertung ermöglicht wird. Wenn für alle Einkunftsarten gleiche Steuersätze
existieren, dann können die Steuern für die Optionsbewertung vernachlässigt werden.
In einigen Ländern werden die Erträge jedoch unterschiedlich besteuert. In Deutschland zum
Beispiel muß der Ertrag der sicheren Geldanlage mit dem persönlichen Einkommenssteuer-
satz versteuert werden. Die Erträge des Hedgeportfolios werden unterschieden in Spekulati-
onsgewinne178, die ebenfalls mit dem persönlichen Steuersatz besteuert werden, und in steuer-
freie Erträge aus den Wertveränderungen der Wertpapiere, wenn die Spekulationsfrist ein-
gehalten wurde. Aus dieser Besonderheit ergibt sich, daß die Wertveränderung des Hedge-
portfolios einem geringeren Steuersatz unterliegen kann als der Ertrag der sicheren Geldanla-
ge. Da sich die Wirtschaftssubjekte nicht am Brutto- sondern am Nettoertrag der Kapitalanla-
gen orientieren, werden die Stillhalter auch einen Bruttoertrag akzeptieren, der unter dem si-
cheren Zinssatz liegt, solange sie den gleichen oder einen höheren Nettoertrag erzielen als bei
der sicheren Geldanlage. Das bedeutet, daß die Stillhalter bei einer Steuerbegünstigung des
Hedgeportfolios geringere Optionspreise akzeptieren werden, da sich für sie aufgrund der
Steuerbegünstigung die „Produktion von Optionen“ verbilligt.
In Deutschland werden Delta-gehedgte Optionen fast ausschließlich von Banken angeboten,
die als Kapitalgesellschaft in jeder Einkunftsart dem gleichen Steuersatz unterliegen. Deshalb
wird die Verletzung dieser Modellannahme keinen Einfluß auf die Gültigkeit des Optionsbe-
wertungsmodells besitzen.179
5.1.7 Ausschluß von Transaktionskosten
An den Börsen fallen immer Transaktionskosten an. Sie können unterschieden werden in
einmalige Transaktionskosten für den Abschluß des Optionsvertrages und in permanente
Transaktionskosten für die dynamischen Portfolioanpassungen in Form von Mindestgebüh-
ren, Provisionen, Maklercourtage und Personalkosten. Darüberhinaus entstehen bei der Um-
                                                
178 Spekulationsgewinne im Sinne des Steuerrechts sind Erträge aus Preisunterschieden, die innerhalb von 6 (bis
31.12.1998) bzw. 12 (ab 01.01.1999) Monaten (bei Immobilien innerhalb von 2 bzw. 10 Jahren) erzielt wer-
den.
179 Die vorgesehene Regelung der 2000er Steuerreform, die die Verrechnung von Verlusten aus Aktien mit Ge-
winnen aus Optionen (und umgekehrt) verbietet, würde zu einer steuerlichen Benachteiligung inländischer
Emittenten und somit zu einer Verteuerung der Optionen führen. Sollte diese Regelung trotz der Lobby-
Arbeit der Banken in Kraft treten, ist mit der Gründung ausländischer Emissionstöchter zu rechnen, um diesen
steuerlichen Nachteil zu umgehen, so daß letztendlich kein Einfluß der Besteuerung auf den Optionspreis zu
erwarten ist.
CAPM-basierte Optionsbewertung
- 70 -
setzung de Hedgestrategie Transaktionskosten in Form der Bid-Ask-Spannen des Underly-
ings.180
Während die einmaligen Transaktionskosten vernachlässigbar gering sind, können aus der
ständigen Portfolioanpassung für den Stillhalter Transaktionskosten entstehen, die im Modell
von Black-Scholes nicht vorgesehen sind.181 Diese Transaktionskosten schmälern den Ertrag
des Hedgeportfolios. Um die Arbitragefreiheit zu garantieren, muß der Ertrag des Hedgeport-
folios nach Abzug der Transaktionskosten dem sicheren Zinssatz entsprechen. Das bedeutet,
daß die Wertveränderung des Hedgeportfolios unter Vernachlässigung der Transaktionskosten
über dem sicheren Zinssatz liegen muß. Die Stillhalter werden Optionen bei Existenz von
Transaktionskosten nur dann am Markt anbieten, wenn der Optionspreis deutlich über dem
des Black-Scholes-Modells ohne Transaktionskosten liegt, da sich für sie die „Produktion von
Optionen“ verteuert hat.
Die tatsächlichen Transaktionskosten des Delta-Hedgings sind für die auf den Optionshandel
spezialisierten Banken aufgrund der Möglichkeiten der modernen Datenverarbeitung eher ge-
ring und spielen deswegen für das Entscheidungskalkül dieser Banken nur eine untergeord-
nete Rolle,182 so daß die Verletzung dieser Modellannahme keine entscheidende Rolle für die
praktische Anwendung des Modells an den Börsen spielen wird.
5.2 Kritische Würdigung der Modellimplikationen
Die Konzeption des Optionsbewertungsmodells als Arbitragemodell besitzt den Vorteil, daß
die wirklichen Nutzenfunktionen der Anbieter und Nachfrager am Optionsmarkt vernachläs-
sigt werden können, da bei abweichenden Optionspreisen jeder Marktteilnehmer unabhängig
von seiner Nutzenfunktion die Arbitragestrategie durchführen wird, wodurch sich nach kurzer
Zeit der arbitragefreie Optionspreis wieder einstellen muß. Es genügt, wenn die Nutzenfunk-
tion die Bedingung erfüllt, daß mehr Geld mehr Nutzen stiftet.183 Diese überzeugende Ein-
fachheit des Arbitragekonzepts birgt aber auch einige, in der Literatur weitestgehend unbe-
achtet gebliebene Besonderheiten, die in diesem Unterkapitel näher vorgestellt werden.
                                                
180 Die Höhe der Bid-Ask-Spanne hängt von der Marktliquidität ab. Beim DAX-Future beträgt sie an normalen
Handelstagen nur 0,01 % während sie bei den liquidesten DAX-Werten bereits im Bereich um 0,2 % liegt.
Für kleinere Nebenwerte hingegen stellen selbst Bid-Ask-Spannen 2 % und mehr keine Seltenheit dar.
181 Genaugenommen entstehen bei permanenter Anpassung des Hedgeportfolios unendlich große Transaktions-
kosten, da unendlich oft gehandelt wird. Deswegen wird in der praktischen Umsetzung des Delta-Hedging die
Portfolioanpassung nur täglich oder in Stundenintervallen vorgenommen.
182 Das bedeutet aber nicht, daß sie vernachlässigbar gering sind. In den Banken werden sie jedoch vernachläs-
sigt, da eine exakte Kostendeckungsbeitragsrechnung für den Optionshandel und das zugehöhrige Emissions-
geschäft äußerst schwierig ist.
183 Merton (1998, S. 327)
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5.2.1 Markträumung
Wird die Option zu einem Preis gehandelt, der über dem theoretisch ermittelten Wert liegt,
wird das Hedgeportfolio entsprechend Gleichung (4-5) gekauft. Daraus resultiert ein Arbitra-
gegewinn, der sich aus der Differenz aus der Wertentwicklung des Portfolios und dem Zins-
aufwand für die Arbitragestrategie ergibt. Ist der Marktpreis der Option geringer als der theo-
retische Wert, wird das negative Hedgeportfolio aufgebaut. Der Arbitragegewinn resultiert
dann aus der Differenz aus dem Zinsertrag und der Wertentwicklung des Hedgeportfolios.
Das Black-Scholes-Modell kann aber nicht garantieren, daß zu dem einen einzigen, fairen
Optionspreis auch tatsächlich Handel stattfindet, so daß sich bei diesem Preis Angebot und
Nachfrage nach dieser Option wirklich entsprechen und der Optionsmarkt dann auch tatsäch-
lich geräumt wird.
Das Phänomen fehlender Markträumung im Black-Scholes-Modell tritt zum Beispiel auf,
wenn aufgrund der individuellen Nutzenfunktionen der Optionskäufer nur Nachfrage nach ei-
ner Option besteht, wenn ihr Preis deutlich unter dem Wert des Black-Scholes-Modells liegt.
In diesem Fall führt die Kenntnis des Black-Scholes-Modells zu einem totalen Marktversa-
gen, da diese Nachfrage unbefriedigt bleiben muß. Würden die Anbieter den Optionspreis
auch nur minimal senken, entstünde aufgrund der Arbitragemöglichkeit unbegrenzte Nachfra-
ge aller Marktteilnehmer einschließlich der ursprünglichen Verkäufer nach dieser Option mit
dem zu niedrigeren Preis. Die Nachfrage muß deswegen in diesem Fall unbefriedigt bleiben.
Das Beispiel zeigt, daß Marktungleichgewichte auf dem Optionsmarkt aufgrund der Arbitra-
gemöglichkeit des Black-Scholes-Modells nicht durch Preisänderungen ausgeglichen werden
können - der Walrasianische Preisanpassungsprozeß versagt. Es wäre reiner Zufall, wenn der
Preis des Black-Scholes-Modells Angebot und Nachfrage ins Gleichgewicht bringen würde.
Aus Sicht der Ökonomen wäre die Welt ohne Kenntnis des Black-Scholes-Modells „besser“,
da dann die Markträumung über den Preismechanismus gesichert wäre.
An den Börsen wird das Problem fehlender Markträumung allerdings kaum in Erscheinung
treten, da die Modellannahme, daß die Standardabweichung der Rendite den Marktteilneh-
mern bekannt ist, verletzt wird. Deswegen kann diese dann die Funktion des Preises über-
nehmen und für die Markträumung sorgen.184
                                                
184 Im Handel der Banken untereinander hat die Volatilität bereits die Preisfunktion größtenteils übernommen. So
werden z.B. bei Preisanfragen im Interbankenhandel Bid-Ask-Spreads für Optionen in Vola-Auf- bzw. Ab-
schlägen angegeben.
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5.2.2 Probleme niedriger Ausübungspreise
Der Wert Hedgeportfolios entsprechend Gleichung (4-5) ist vom Ausübungspreis der Option
abhängig. Für sehr niedrige Ausübungspreise liegt der Wert der Option nur geringfügig unter
dem Kurs des Underlyings. Da die erste Ableitung des Optionspreises nach dem Kurs des
Underlyings immer kleiner als Eins ist, nimmt der Wert des Hedgeportfolios mit sinkendem
Ausübungspreis ab. Für Ausübungspreise, die nur geringfügig über Null liegen, beträgt der
Wert des Hedgeportfolios näherungsweise Null, weswegen der Arbitragegewinn selbst bei
extremen Überrenditen in absoluten Größen ausgedrückt ebenfalls näherungsweise Null be-
trägt. Wenn der Arbitrageprozeß an den Börsen mit Transaktionskosten verbunden ist, so
nimmt mit sinkendem Ausübungspreis die Wahrscheinlichkeit ab, daß der Arbitrageprozeß
gewinnbringend durchgeführt werden kann. Das bedeutet, daß Optionen mit extrem niedrigen
Ausübungspreisen die Eigenschaften von Aktien aufweisen. Erst mit steigenden Ausübungs-
preisen verlieren die Optionen diese Eigenschaften und erhalten Optionseigenschaften. Die
Drift µ der Kursentwicklung des Underlyings besitzt auf den Marktwert von Aktien im
CAPM einen entscheidenden Einfluß, während sie im Black-Scholes-Modell keinen Erklä-
rungsgehalt für den Optionspreis besitzt. Für den Parameter µ ist deswegen zu vermuten, daß
er bei niedrigen Ausübungspreisen einen Einfluß auf den Optionspreis besitzt, der aber mit
steigendem Ausübungspreis schnell gegen Null konvergiert.
Die Ausübungspreise der Optionen müssen allerdings sehr gering sein, damit dieser Effekt
auch wirklich auftreten kann. Nachfolgende Abbildung demonstriert den Wert des Hedgeport-
folios in Abhängigkeit vom Ausübungspreis (jeweils in Prozent des Kurses des Underlyings)
bei unterschiedlichen Volatilitäten und Laufzeiten.
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Abbildung 5-3: Abhängigkeit des Hedgeportfoliowertes vom Ausübungspreis
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In Abbildung 5-3 wird deutlich, daß geringe Portfoliowerte vor allem bei großen Volatilitäten
und langen Restlaufzeiten auftreten. Die in Deutschland an der Eurex gehandelten DAX-
Optionen weisen keine Ausübungspreise185 unter 25 % auf. Selbst die Umsätze der Optionen
mit Ausübungspreisen unter 50 % sind sehr gering, so daß die Probleme niedriger Aus-
übungspreise bei der Bewertung von DAX-Optionen praktisch kaum auftreten können.
5.2.3 Rückwirkung des Modells auf den Erwartungswert der Rendite
An dieser Stelle wird die Frage untersucht, welche Reaktionen zu erwarten sind, wenn Optio-
nen gehandelt werden, deren Underlyings folgende Verteilungsparameter aufweisen:
µ1<µ2 und σ1=σ2 (5-2)
Da der Optionspreis im Black-Scholes-Modell unabhängig vom Verteilungsparameter µ ist,
besitzen alle Optionen auf Aktien mit gleichem relativen Ausübunspreis186, gleicher Laufzeit
und gleicher Volatilität des Underlyings den gleichen relativen Preis187.
Für den Käufer der Optionen hängt die Kaufentscheidung von der Auszahlungsstruktur der
Option ab.188 Wenn der an der tatsächlichen Optionsauszahlung interessierte Optionskäufer
zwischen Optionen mit gleichen relativen Preisen, gleichen Laufzeiten aber unterschiedlichen
Erwartungswerten des Wachstums wählen kann, wird er die Option auf die am stärksten
wachsende Aktie präferieren, während die übrigen Optionen keine an der tatsächlichen Opti-
onsauszahlung interessierten Optionskäufer finden dürften.
Die Graphik 5-4 demonstriert das Beispiel zweier Optionen mit gleicher Laufzeit (ein Jahr)
und gleichem Ausübungspreis (120 %) bei einem sicheren Zins von 3 %. Die Underlyings
weisen die gleiche Volatilität von 25 % auf, unterscheiden sich aber in dem Erwartungswert
der Rendite mit 0 % bzw. 10 %.189 Beide Optionen besitzen den gleichen relativen Preis im
Black-Scholes-Modell von 4,45 % des Kurses des Underlyings, besitzen aber deutlich abwei-
chende Erwartungswerte der Auszahlungen (4,64 % für µ = 0 % bzw. 8,89 % für µ = 10 %).
                                                
185 Die Ausübungspreise sind an der Eurex auf feste Schrittweiten standardisiert. Die relativen Ausübungspreise
hängen hingegen vom aktuellen Kurs des Underlyings ab. Im Fall starker Kursanstiege innerhalb kurzer Zeit
können deswegen niedrige relative Ausübungspreise auftreten.
186 Ausübunspreis in % des Kassakurses des Underlyings.
187 Optionspreis in % des Kassakurses des Underlyings.
188 Das Motiv des Optionskaufs zur Absicherung von Leerverkaufsoptionen kann vernachlässigt werden, da der
erwartete Ertrag der gesicherten Position dem risikolosen Zins entsprechen muß, weswegen ein Schließen der
offenen Positionen den gleichen Ertrag bringt wie die Sicherung mittels Optionen.
189 Die Volatilität von 25 % entspricht dem langjährigen Durchschnitt der 250-Tage-Volatilität. Der Erwar-
tungswert der Rendite (stetig) von 0 % entspricht einem erwarteten Wachstum von über 3 %.
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Spekulation mit Optionen bei gleicher Varianz und unterschiedlichem Erwartungswert
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Abbildung 5-4: Optionen mit unterschiedlichem µ bei sonst identischen Parametern
Die Optionskäufer werden die Option mit µ = 10 % bevorzugen, da der Erwartungswert der
Optionsauszahlung bei gleichem relativen Optionspreis fast doppelt so groß ist wie bei der
Option mit µ = 0 %. Das Risiko - diesmal gemessen als Wahrscheinlichkeit des Totalverlustes
des in die Option investierten Kapitals - beträgt 62,9 % bei der Option mit µ = 10 % und ist
damit deutlich niedriger als die 76,1 % der Option mit µ = 0 %.
Die Käufer wären deshalb bereit, für die Option auf die stark wachsende Aktie mehr zu be-
zahlen als für die gering wachsende. Wenn die Optionen zu identischen Preisen gehandelt
werden, dann würde es zu einem Nachfrageungleichgewicht kommen, da jeder Marktteilneh-
mer die Option auf die stark wachsende Aktie aber keiner die Option auf die gering wachsen-
de Aktie kaufen würde.
Das Nachfrageungleichgewicht nach den einzelnen Optionen wird zusätzlich noch dadurch
verstärkt, daß der Kauf der Option auf die Aktie mit dem größten Erwartungswert des Wach-
stums bei gleichzeitigem Leerverkauf der Option mit dem niedrigsten Erwartungswert ein
sich selbst finanzierendes Spekulationsportfolio bildet, dessen Erwartungswert der Auszah-
lung positiv ist. Für den Spekulanten besteht lediglich das Risiko, daß die Option auf die ge-
ring wachsende Aktie ins Geld läuft, während die Option auf die stark wachsende Aktie am
Ausübungstag wertlos verfällt. Die Verlustwahrscheinlichkeit und damit das Risiko dieser
Strategie nimmt jedoch ab, je größer die Korrelation der beiden Aktien miteinander ist. Für
das Beispiel aus Graphik 5-4 beträgt bei der für Aktien sehr niedrigen Korrelation von Null
die Wahrscheinlichkeit, daß ein Verlust aus der Short-Position nicht durch die Long-Position
gemindert wird, 14,6 %. Der risikomindernde Einfluß einer höheren Korrelation wird daran
deutlich, daß bei einer Korrelation von 75 % diese Wahrscheinlichkeit auf weniger als 3,7 %
sinkt.
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Wird berücksichtigt, daß zumindest die im DAX enthaltenen Aktien positiv miteinander kor-
reliert sind und die Käufer am Optionsmarkt weniger risikoavers sind als die übrigen Markt-
teilnehmer, ist zu vermuten, daß das Spekulationsportfolio in nicht unerheblichem Maße
gehalten werden wird.190 Der Arbitrageprozeß im Black-Scholes-Modell sorgt dafür, daß die-
ses Nachfrageungleichgewicht nicht direkt über die Optionspreise ausgeglichen werden kann,
sondern nur indirekt, da die Spekulanten bei den Arbitrageuren zunächst immer eine Markt-
gegenseite finden werden. Die Arbitrageure müssen aber zum Aufbau der Stillhalterposition
in der Option auf die stark wachsende Aktie diese Aktie kaufen, während der Kauf der Option
auf die gering wachsende Aktie einen Leerverkauf dieser Aktie erfordert. Die zusätzliche
Nachfrage der Arbitrageure nach der stark wachsenden Aktie führt bei der Begebung der Op-
tion im Idealfall zu einem einmaligen, sprunghaften Preisanstieg mit anschließendem geringe-
ren Wachstum als dem ursprünglichen.191 Das zusätzliche Angebot an der gering wachsende
Aktie, das aus dem Leerverkauf der Arbitrageure resultiert, führt zu einer einmaligen Preis-
senkung mit anschließendem stärkeren Wachstum. Die Begebung von Optionen führt deswe-
gen durch die Spekulationsstrategie über den Einfluß der Arbitrageure auf die Angebots- und
Nachfragesituation des Underlyings tendenziell dazu, daß für jeden möglichen Wert für den
Parameter σ nur genau ein korrespondierender Parameter µ existieren kann, so daß gilt:
µ1=µ2 wenn σ1=σ2 (5-3)
Zustätzlich gilt auch noch
µ1<µ2 wenn σ1<σ2 (5-4)
da für µ1<µ2 und σ1>σ2 die für (5-2) gezeigte Spekulationsstrategie durchgeführt werden
kann. Der einzige Unterschied besteht darin, daß wegen der positiven Abhängigkeit des Opti-
onspreises von der Volatilität σ der Verkauf der zweiten Option mehr erlöst, als die erste ko-
stet, so daß der Spekulationsgewinn im Vergleich zu (5-2) deutlich größer ausfällt.
Das bedeutet, daß das Black-Scholes-Modell durchaus Elemente einer sich selbst erfüllenden
Prophezeiung beinhaltet. Wenn der Parameter µ keinen Einfluß auf den Optionspreis besitzt,
so führt die in diesem Unterkapitel beschriebene Rückwirkung des Nachfrageverhaltens der
Optionskäufer auf den Parameter µ zu einer tendenziellen Angleichung dieses Parameters. Im
                                                
190 Da das Spekulationsportfolio einen positiven Erwartungswert der Auszahlung und einen unendlich großen
Erwartungswert der Rendite besitzt, können bei Gültigkeit des CAPM zwei Aussagen getroffen werden:
1. Jeder risikoaverse Investor muß das Spekulationsportfolio in streng positiven Stückzahlen besitzen.
2. Es ist Arbitrage im Sinne des CAPM möglich, da das Spekulationsportfolio einen positiven Wert besitzen
muß, also mit dem Preis von Null unterbewertet ist.
191 Gleichzeitig sinkt die Volatilität nach dem Sprung (vgl. Unterkapitel CAPM) während die beobachtete Vola-
tilität durch den Sprung steigt, was zu Bewertungsproblemen führen kann.
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Extremfall risikoneutraler Nutzenfunktionen der Marktteilnehmer wird die Spekulation unbe-
grenzt oft durchgeführt, so daß alle Wertpapiere den gleichen Parameter µ aufweisen müssen,
weswegen dieser dann auch tatsächlich keinen Einfluß mehr auf den Optionspreis besitzen
kann.
5.2.4 Auswirkung der Risikoneutralität der Marktteilnehmer
Von risikoneutralen Wirtschaftssubjekte dominierte Märkte sind dadurch gekennzeichnet, daß
der Preis eines jeden Wertpapiers dem mit dem sicheren Zinssatz diskontierten Erwartungs-
wert seiner zukünftigen Auszahlung entspricht, deswegen muß für den sicheren Zinssatz i*
und jede unsichere Renditen rK gelten
( )KrE*i = (5-5)
Wird zusätzlich die Gültigkeit des Black-Scholes-Modells unterstellt, so wird gemäß den Mo-
dellannahmen von einer logarithmischen Normalverteilung ausgegangen. Der Erwartungswert
der Rendite einer logarithmisch normalverteilten Zufallsgröße beträgt:
( ) 25,0K erE σ+µ= (5-6)
Gleichsetzen von Gleichung (5-5) und (5-6) führt unter Verwendung von i als sicheren steti-
gen Zinssatzes i zu
25,0i σ+µ= mit i = ln(i*) (5-7)
Ausgehend von diesen Überlegungen tritt eine weitere Rückwirkungen des Black-Scholes-
Modells auf die Verteilungsparameter µ und σ auf. Auflösen von (5-7) nach µ führt zu
25,0i σ−=µ (5-8)
so daß für zwei Wertpapiere gelten muß:
µ1<µ2 wenn σ1>σ2 (5-9)
Dies steht aber im Widerspruch zu (5-4). Da die zu (5-4) führende Arbitragestrategie und risi-
koneutralen Wirtschaftssubjekten stets durchgeführt wird, so lange ihr Erwartungswert positiv
ist, muß auf von risikoneutralen Wirtschaftssubjekten dominierten Märkten mit Optionshan-
del für zwei beliebige Optionen gelten:
µ1=µ2 und σ1=σ2 (5-10)
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Das Optionsbewertungsmodell bewirkt aufgrund der Risikoneutralität, daß alle Underlyings
aufgrund der in Unterkapitel 5.2.3 beschriebenen Spekulationsstrategie einer logarithmischen
Normalverteilung mit identischen Parametern µ und σ unterliegen.
Zusätzlich müssen alle Wertpapiere perfekt miteinander korreliert werden, da anderfalls ein
Portfolio bestehend aus zwei Wertpapieren aufgrund der risikomindernden Wirkung der Mi-
schung nicht perfekt korrelierter Wertpapiere eine geringere Standardabweichung der Rendite
aufweisen würde, was im Widerspruch zu (5-5) stünde.
Die Existenz des Black-Scholes-Modells führt unter der zusätzlichen Annahme der rikoneu-
tralen Nutzenfunktionen der Wirtschaftssubjekte dazu, daß auf solchen Märkten - bis auf ein
einziges risikobehaftetes Wertpapier - alle anderen Wertpapiere redundant sind, da sie identi-
sche Parameter der logarithmischen Normalverteilung besitzen und perfekt miteinander kor-
reliert sein müssen. Die in manchen Modellen aus Vereinfachungsgründen unterstellte Forde-
rung nach Risikoneutralität der Nutzenfunktion der Marktteilnehmer wird deswegen bei
gleichzeitiger Gültigkeit des Black-Scholes-Modells deswegen noch unrealistischer, als sie
ohnehin schon ist.
5.2.5 Rückwirkung des Modells auf die Varianz der Rendite
Der Arbitrageprozeß des Hedgeportfolios im Black-Scholes-Modell entsprechend Gleichung
(4-5) geht von einer dem Reziproken der ersten Ableitung entsprechenden Anzahl von ver-
kauften Optionen aus, die dann mit einer Aktie abgesichert werden. An den Börsen hingegen
steht der Stillhalter vor der Aufgabe, eine konstante Anzahl verkaufter Optionen mit einer va-
riablen Aktienposition dynamisch abzusichern. Diese Absicherungsstrategie wird als Delta-
Hedging bezeichnet. Das Delta-gehedgte Portfolio bezüglich einer leerverkauften Option er-
hält man durch Multiplikation des ursprünglichen Hedgeportfolios mit der Ableitung der Op-
tion nach dem Kurs des Underlyings. Das Portfolio lautet dann:
CK
K
CP −⋅
∂
∂
= (5-11)
Der Arbitrageprozeß verlangt, daß bei einem Sinken des Aktienkurses die Aktienposition im
Hedgeportfolio entsprechend Gleichung (5-11) verringert wird, da die Ableitung des Options-
preises nach dem Aktienkurs positiv ist und somit sinkt. Der Stillhalter der Option muß des-
wegen einen Teil der von ihm gehaltenen Aktien verkaufen. Steigt hingegen der Aktienkurs,
erhöht sich auch die Ableitung der Option nach dem Aktienkurs. Der Stillhalter muß seinen
Aktienbestand erhöhen und somit Aktien kaufen.
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Black und Scholes vernachlässigen in ihrem Modell, daß die eingangs beschriebenen, durch
die Durchführung des Arbitrageprozeß induzierten, zusätzlichen Nachfrage- bzw. Angebots-
volumina den Marktpreis des Underlyings beeinflussen können. Sie gehen von vollkommenen
Märkten aus, auf denen die Aktionen eines Marktteilnehmers, des Arbitrageurs, den Markt-
preis nicht beeinflussen.192 Dies mag in den 70er Jahren für die Aktienmärkte mit den damals
geringen Optionshandelsvolumina durchaus gegolten haben. Mit dem Siegeszug des Black-
Scholes-Modells nahm aber der Optionshandel und insbesondere auch die Absicherung der
Stillhalterpositionen in Optionen mittels Delta-Hedging stark zu, weswegen auch der Anteil
des Aktienhandels, der allein durch das Delta-Hedging induziert wird, stark gestiegen ist.
Wenn nun aber aufgrund von zufälligen Nachfragesteigerungen der konventionellen Aktien-
käufer eine Kurssteigerung hervorgerufen wird, die zusätzlich eine nicht unerhebliche Nach-
frage durch die Optionsstillhalter verursacht, führt dies zu einem zusätzlichen Preisanstieg.
Umgekehrt führen zufällige Angebotsüberschüsse zu sinkenden Preisen, die dann ein zusätz-
liches Angebot durch die  Delta-hedgenden Optionsstillhalter hervorrufen, wodurch der Akti-
enpreis stärker sinkt als ohne Optionshandel. Diese prozyklische Handlungsweise der Opti-
onsstillhalter führt zu einer Steigerung der Volatilität des Underlyings.
Diese volatilitätserhöhende Wirkung des Optionshandels läßt sich an den Märkten in solchen
Extremfällen besonders gut nachweisen, bei denen der Stillhalter Optionen in so großem Um-
fang begeben hat, daß er durch sein Delta-Hedging selbst der bedeutendste Marktteilnehmer
geworden ist. Dies war zum Beispiel bei den von Merril Lynch im August 1994 emittierten
Call-Optionen auf die Inhaberaktien der Schweizer Bankgesellschaft der Fall. Die verkauften
Optionen ermöglichten den Bezug von 700.000 Aktien.193 Dies entsprach 3,5 % aller ausste-
henden Aktien. Diese im Vergleich zum langjährigen Durchschnitt des Tageshandelsvolu-
mens von rund 67.000 sehr große Stillhalterposition benötigte zur Risikoabsicherung theoreti-
sche Portfolioumschichtungen, die im Extremfall beim Anderthalbfachen des Tagesumsatzes
dieser Aktie an der Züricher Börse lagen. Das Handelsvolumen der Aktie lag am Verfallstag
bei dem 15fachen des langjährigen Durchschnitts, was nur damit erklärt werden kann, daß der
Stillhalter die Hedge-Strategie nicht bis zum Schluß durchführen konnte und sich deswegen
am Fälligkeitstag am Markt massiv eindecken mußte, um seine Verpflichtungen aus dem Op-
tionskontrakt zu erfüllen.
                                                
192 Durch diese Annahme wird auch ausgeschlossen, daß bedeutende Emittentengruppen den Kurs des Underly-
ings am Fälligkeitstag zu ihren Gunsten beeinflussen, was zumindest bei großen Ungleichgewichten im Open
Interest der Call und Put-Optionen einen naheliegenden Gedanken darstellt.
193 Kraus (1996, S. 14)
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Die Option auf die Inhaberaktie der Schweizer Bankgesellschaft, mit diesen riesigen Volumi-
na eines Stillhalters, stellt sicherlich ein extremes Beispiel für die Rückwirkung des Options-
handels auf die Volatilität des Underlyings dar. Die verstärkende Wirkung kann aber schon
bei geringen Volumina eines Stillhalters auftreten. Sie ist dann nur eben im Einzelfall nicht
meßbar. Inwiefern die gestiegene Volatilität der Renditen in den letzten Jahren auf den Opti-
onshandel zurückzuführen ist, läßt sich schwer feststellen, da sich am Markt nicht beobachten
läßt, ob die Banken Aktien auf Rechnung ihrer Kunden bzw. auf Rechnung ihres Eigenhan-
dels handeln oder ob dies Anpassungen der Hedgeportfolios sind.
Die durch den Optionshandel induzierte tendenzielle Erhöhung der Volatilität der Rendite hat
stark dazu beigetragen, die gesamten Derivate in der öffentlichen Diskussion in Verruf zu
bringen, und stellt eines der Hauptargumente für staatliche Regulierungen der Finanz- und
Kapitalmärkte dar.
5.2.6 Put-Paradoxon
Das von Grinblatt/Johnson194 aufgestellte Put-Paradoxon betrachtet ein Hedgeportfolio aus
einer Aktie K und Aus-dem-Geld-Put-Optionen auf diese Aktie. Die Anzahl der Put-Optionen
im Portfolio entspricht dem Reziproken der negativen Ableitung PutK des Put-Preises nach
dem Aktienkurs.
Put
Put
1
KP
K
×+= (5-12)
Analog zu Gleichung (4-5) ist dies ein risikoloses Hedgeportfolio, dessen Wert aufgrund sei-
ner Risikolosigkeit mit dem sicheren Zinssatz r wachsen muß, so daß gilt:
01001 PrPPP ×=-=D ®
Wenn sich jedoch der Aktienkurs in einem Zeitintervall (0, t) nicht verändert,195 muß der
Wert des Puts um den Ertrag des mit dem sicheren Zinssatz verzinsten Portfoliowertes zu-
nehmen, um zu gewährleisten, daß der Wert des Hedgeportfolios P mit dem sicheren Zinssatz
wächst. Für den Wert einer Put-Option gilt bei Konstanz des Underlyings:
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×+×=-=D ® (5-13)
                                                
194Grinblatt/Johnson (1988)
195Da der Optionspreis eine stetige Funktion des Aktienkurses darstellt , tritt dieses Phänomen auch bei Kursstei-
gerungen auf, die kleiner als der sichere Zinssatz sind.
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Aus reinen Arbitragegesichtspunkten kann der Wert des Puts bei Konstanz des Aktienkurses
nicht steigen, da es bei Aus-dem-Geld-Puts mit abnehmender Restlaufzeit immer unwahr-
scheinlicher wird, daß der Put noch ins Geld läuft, weswegen
„...bei jedem nicht-trivialen stochastischen Prozeß, der es erlaubt, daß der Aktienkurs über
einen finiten Zeitintervall konstant bleibt, der Versuch des kontinuierlichen Hedgens fehl-
schlagen muß.“196
Die Wahrscheinlichkeit, daß der Aktienkurs sich nicht ändert, stellt dann auch die Wahr-
scheinlichkeit dar, daß das Black-Scholes-Modell die Option falsch bewertet. Grin-
blatt/Johnson weisen an gleicher Stelle aber auch darauf hin, daß bei Vorliegen eines nahezu
konstanten Aktienkurses die ex ante-Varianz von der ex post-Varianz abweicht, was mit der
Modellannahme der Brownschen Bewegung nicht vereinbar sei. Wenn der die Aktienkurs-
entwicklung in der Realität beschreibende Prozeß konstante Aktienkurse in finiten Zeitinter-
vallen nicht ausschließt, kann die Optionsbewertung mit dem Black-Scholes-Modell zu Feh-
lern führen, die darauf zurückzuführen sind, daß Abweichungen der ex ante-Varianz von der
ex post-Varianz abnormale Renditen scheinbar risikoloser Hedgeportfolios ermöglicht.
5.3 Kritik am Arbitrage-Konzept
5.3.1 Effektivität des Arbitrageprozesses
In der Kapitalmarkttheorie wird unterstellt, daß auf vollkommenen Kapitalmärkten Arbitra-
gemöglichkeiten sich durch die Umsetzung der Arbitragestrategie sofort - also mit unendlich
großer Geschwindigkeit - selbst abbauen. An den Börsen hingegen sind jedoch selbst an ruhi-
gen Börsentagen Fälle zu beobachten, bei denen sogar relativ einfach zu erkennende Arbitra-
gemöglichkeiten mehrere Tage Bestand haben, wie das Beispiel der Simplex-Optionen der
DG-Bank auf den DAX (WKN 832 741 bis 832 750) zeigt. Diese Optionen zahlen genau
1,00 DM, wenn der Kurs des DAX am Ausübungstag größergleich (Call) bzw. kleiner (Put)
als der Ausübungspreis ist. Mit Hilfe des Modells zustandsbedingter Wertpapiere können der
Preisvektor der Arrow-Debreu-Wertpapiere197 (λ) aus der Auszahlungsmatrix (V) und dem
Preisvektor (p) ermittelt werden198 als:
                                                
196 Grinblatt/Johnson (1988, S. 25)
197 Als Arrow-Debreu-Wertpapier oder als Reines Wertpapier wird ein Wertpapier bezeichnet, daß genau in ei-
nem Zustand eine Geldeinheit und in allen anderen Zuständen nichts auszahlt.
198 Da nur 10 Wertpapiere bei 11 möglichen Umweltzuständen vorlagen, mußte noch ein elftes, ein Zero-Bond
zum sicheren Zinssatz, hinzugezogen werden, um die Invertierbarkeit und damit die Lösbarkeit zu garantie-
ren. Für den Zero-Bond wurde ein Jahreszins von rund 3 % verwendet. Da das Wertpapiersystem für jeden
positiven Zins nicht arbitragefrei ist, spielt die Höhe des risikolosen Zinses keine entscheidende Rolle.
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( ) ( ) ( )pV 1 ⋅=λ − (5-14)
Aus den Preisen des Emissionsprospekts und den Marktpreisen des ersten Handelstages erge-
ben sich die in Abbildung 4-5 dargestellten Preise der Reinen Wertpapiere.
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 - Zero-Bond 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0,97 0,97
832741 Call 3.000 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0,87 0,86
832748 Put  3.200 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0,39 0,35
832742 Call 3.300 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 0,75 0,74
832749 Put  3.500 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0,49 0,44
832743 Call 3.600 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 0,61 0,60
832744 Call 4.000 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 0,44 0,43
832745 Call 4.500 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 0,30 0,29
832750 Put  4.800 1 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0,86 0,82
832746 Call 5.000 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0,21 0,19
832747 Call 5.500 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0,14 0,12
λ-Prospekt 0,10 0,29 -0,17 0,27 -0,13 0,17 0,14 0,19 -0,10 0,07 0,14
λ-18.11.97 0,11 0,24 -0,12 0,21 -0,07 0,17 0,14 0,14 -0,04 0,07 0,12
Abbildung 5-5: dauerhafte Arbitragemöglichkeit am Kapitalmarkt am Beispiel der Simplex-Optionen
Da einzelne Komponenten des Vektors λ sowohl bei Verwendung der Daten in den Verkaufs-
anzeigen der DG-Bank199 als auch bei Verwendung der Kurse des 18.11.1997 negativ sind, ist
es möglich, Portfolios zu schaffen, die heute positive Einzahlungen ermöglichen, denen in
Zukunft keine Auszahlungen gegenüberstehen. Zum Beispiel wird entsprechend den Emissi-
onspreisen durch den gleichzeitigen Leerverkauf des 3.200er Puts und des 3.300er Calls bei
Kauf des Zero-Bonds eine Einzahlung von 0,39 + 0,75 - 0,97 = 0,13 ermöglicht, der keine
Auszahlungen in der Zukunft gegenüberstehen.200 Der Zahlungsüberschuß dieser Arbitrage-
strategie bei Verwendung der Marktpreise des 18.11.1997 beträgt immer noch 0,12. Durch 3
Tage Handel ist es nicht gelungen, die Arbitragemöglichkeit zu eliminieren. Das Beispiel
zeigt, daß auf den realen Märkten der Abbau einer Arbitragegelegenheit nicht mit unendlicher
Geschwindigkeit erfolgt, sondern doch geraume Zeit (in diesem Fall 5 Börsentage) in An-
spruch nehmen kann.
                                                
199 DG-Bank Deutsche Genossenschaftsbank: Emissionsprospekt Spezialoptionsscheine auf den DAX
(11.09.1998), Oktober/November 1997
200 Liegt der DAX im Bereich von 3.201-3.299 erfolgt in der Zukunft eine Einzahlung in Höhe einer Mark, die
hier aber vernachlässigt werden soll.
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Wenn aber selbst so einfach zu erkennende Arbitragemöglichkeiten nicht zum sofortigen Ab-
bau der Arbitragemöglichkeit führen, ist die Frage berechtigt, wieviel Zeit dann erst der Ab-
bau der Arbitragemöglichkeit mittels der Delta-Hedging-Arbitrage erfordern kann. Wenn die
Fehlbewertungen einer Option zeitlich aufeinanderfolgende Realisationen eines Zufallspro-
zesses darstellen, so ist es nicht auszuschließen, daß eine neue Fehlbewertung auftritt, wäh-
rend die alte noch gar nicht vollständig abgebaut ist. Dies würde dann in letzter Konsequenz
bedeuten, daß die Optionen dauerhaft fehlbewertet sein können und der Black-Scholes-Preis
lediglich einen Erwartungswert für den Optionspreis darstellt, ohne daß die Option während
ihrer Laufzeit jemals diesen Wert auch nur einmal annehmen muß.
5.3.2 Geringer Wettbewerb der Arbitrageure
Der Vorteil des Black-Scholes-Modells, den Optionspreis unabhängig von den individuellen
Nutzenfunktionen und der Risikoeinstellung der Marktteilnehmer zu ermitteln, macht das
Modell sehr empfindlich gegenüber Verletzungen von Modellannahmen.
Entgegen der Modellwelt von Black-Scholes können die Marktteilnehmer auf den Options-
märkten entsprechend ihrer Fähigkeit, den Arbitrageprozeß des Black-Scholes-Modells
durchzuführen, in zwei Klassen unterschieden werden.201 Die eine Klasse bilden diejenigen
Marktteilnehmer, die nicht in der Lage sind, den Arbitrageprozeß im Black-Scholes-Modell
durchzuführen. Diese Marktteilnehmer können deswegen auf dem Markt nicht als Anbieter
von Optionen auftreten,202 weswegen diese Teilnehmer am Optionsmarkt die typischen Opti-
onskäufer darstellen. Die Nachfrage der Optionskäufer kann sich deswegen nicht - wie im
Black-Scholes-Modell unterstellt - nach Arbitrageüberlegungen richten. Sie wird vielmehr
von der individuellen Nutzenfunktion der Marktteilnehmer abhängen. Für risikoaverse Opti-
onskäufer kann deswegen nur allgemeingültig formuliert werden, daß der Optionspreis nega-
tiv auf die Nachfrage wirkt.
Die andere Klasse von Marktteilnehmern wird durch die auf den Optionshandel spezialisier-
ten Banken gebildet, die aufgrund ihrer Größenvorteile in der Lage sind, den Arbitrageprozeß
des Black-Scholes-Modells durchzuführen. Sie stellen die typischen Emittenten von Optionen
dar. Zu einem Optionspreis unter dem Black-Scholes-Preis beträgt das Angebot an Optionen
                                                
201 Wenn alle Marktteilnehmer den Delta-Hedging-Arbitrageprozeß zu gleichen Kosten durchführen könnten,
würde es keinen Optionshandel geben. Jeder Käufer könnte sich die Optionsposition selbst in „Eigenproduk-
tion“ schaffen. Deswegen gibt es in der Black-Scholes-Modellwelt keinen Grund, Optionen zu handeln. Erst
die Kostenunterschiede bei der „Produktion“ von Optionen ermöglichen die Existenz von Optionsmärkten.
202 Der Leerverkauf von Optionen in Form von Covered Warrants ist in Deutschland, abgesehen von einzuhal-
tenden Mindestvolumina, relativ einfach. Jedoch kann mit diesen Optionen nicht der Arbitrageprozeß des
Black-Scholes-Modells durchgeführt werden.
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Null, da die Begebung von Optionen zu Verlusten in Höhe der Differenz aus dem Black-
Scholes-Preis und dem Marktpreis führen würde. Liegt jedoch der Preis über dem Black-
Scholes-Preis, dann bietet jeder Marktteilnehmer eine Menge entsprechend seiner maximalen
Angebotskapazität Amax an. Das Optionsangebot ist dann nahezu preisunelastisch. Die zweite
Klasse als Gesamtheit besitzt ein Angebotsmonopol und wird deswegen den gewinnmaxima-
len Preis fordern. Wenn kein Wettbewerb unter den am Optionshandel beteiligten Banken be-
stehen würde, würde sich der Optionspreis entsprechend der mikroökonomischen Theorie für
ein Angebotsmonopol203 ergeben mit der einzigen Besonderheit, daß im Black-Scholes-Mo-
dell sowohl die Kosten als auch die Grenzkosten aufgrund der Arbitragemöglichkeit Null
betragen.
Arbitragegewinn
Amax0 XWettbewerb
A, N
XMonopol
pWettbewerb=pBS
pMonopol
p, GE Preisbildungsprozeß am Optionsmarkt
N(p) N(p)
GE(p)
Abbildung 5-6: Preisbildung am Optionsmarkt
Der am Markt beobachtbare Optionspreis wäre im Angebotsmonopol der Preis, bei dem der
Grenzerlös (GE) der Arbitrage Null ist. Je stärker der Wettbewerb der Anbieter am Options-
markt untereinander ist, desto stärker wird sich der Preis dem Optionspreis im Black-Scholes-
Modell annähern, den er erst bei vollständigem Wettbewerb erreicht.
Aus Sicht der Spieltheorie204 steigt die Wahrscheinlichkeit der Kartellbildung, je geringer die
Anzahl der stark am Optionsmarkt engagierten Banken ist. Die Zahl der in Deutschland als
Anbieter von Optionen tätigen Banken ist jedoch - verglichen mit der Gesamtanzahl an Ban-
ken in Deutschland - sehr gering, so daß ein eher geringer Wettbewerb mit einer Tendenz zur
Kartellbildung und Preisabsprachen zu erwarten ist. Für eine geringe Wettbewerbsintensität
der Anbieter auf dem Optionsmarkt gibt es mehrere Indizien. Zum einen werden echte Fi-
                                                
203 vgl. Blum (1994, S. 149 ff.)
204 zur Spieltheorie vgl. Tirole (1998, S. 204 ff.)
CAPM-basierte Optionsbewertung
- 84 -
nanzinnovationen wie die DG-Simplex-Optionsscheine trotz mehrfacher Überzeichnung der
Emission nicht von anderen Wettbewerbern adaptiert. Zum anderen existieren kaum Options-
scheine verschiedener Emittenten mit gleicher Laufzeit auf ein Underlying, die einen direkten
Preisvergleich ermöglichen würden. Der jeweilige Emittent besitzt zumindest in Deutschland
für die jeweilige Laufzeit der Optionen ein lokales Monopol für diese Wertpapiere.
Aus ordnungspolitischer Sicht ist ein starker Wettbewerb der Banken untereinander ebenfalls
unerwünscht, da eine hohe Wettbewerbsintensität der Finanzintermediäre untereinander zu ri-
sikoreicheren Verhalten führen würde, wodurch die Stabilität des Bankensystems gefährdet
wäre. Andererseits stärken die von den Banken bei geringer Wettbewerbsintensität realisierten
„Monopol“-Gewinne auf lange Sicht die Fähigkeit des Bankensektors, Krisen zu überstehen.
Da - im Gegensatz zu Krisen anderer Branchen - eine Bankenkrise verheerende Auswirkun-
gen auf die Wohlfahrt des Landes besitzen würde, rechtfertigen Ordnungspolitiker die geringe
Wettbewerbsintensität mit dem Gewinn an langfristiger Stabilität des Bankensystems, der den
Wohlfahrtsverlust in der Volkswirtschaft durch die gesunkene Konsumentenrente der Bank-
kunden überwiegt.205
5.3.3 Leerverkaufsbeschränkungen
In der Black-Scholes-Modellwelt sind Leerverkäufe jederzeit ohne Einschränkungen und oh-
ne Hinterlegung von Sicherheiten möglich. Für den Leerverkauf an realen Börsen hingegen
gibt es mehrere alternative Möglichkeiten. Zum einen können Wertpapiere an der Eurex auf
Termin leerverkauft werden. Das setzt aber voraus, daß es sich um an der Eurex gehandelte
Wertpapiere in genormten Stückzahlen handelt. Der Leerverkauf von Aktien und Optionen
auf Aktien des DAX und seine Aktien ist ohne weiteres möglich. Der Leerverkauf von Aktien
kleinerer Gesellschaften und Optionen auf diese Aktien hingegen ist über die Eurex nicht
möglich.
Selbst wenn ein Leerverkauf an der Eurex möglich ist, treten Transaktionskosten auf und es
sind nicht unerhebliche Sicherheitsleistungen, die unabhängig von der Bonität des Leerver-
käufers sind, an die Clearingstelle zu zahlen. Die Umsetzung der Arbitragestrategie durch
Aufbau des Hedgeportfolios entsprechend Gleichung (4-5) durch den Leerverkauf an der Eu-
rex ist dann nicht mehr risikolos möglich, da die exakte Portfolioanpassung aufgrund der
normierten Stückelungen des Eurex-Handels nicht immer gewährleistet ist.
                                                
205 zur institutionenökonomischen Erklärung geringer Wettbewerbsintensitäten vgl. Yanelle (1997)
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Der Leerverkaufsmöglichkeit stellt die Wertpapierleihe bei gleichzeitigem Verkauf des gelie-
henen Wertpapiers am Kassamarkt dar. Die Wertpapierleihe verursacht jedoch mit ca. 2 %
Leihzins relativ hohe Kosten. Zusätzlich ist sie mit Zeitaufwand für die Abwicklung und mit
Informationskosten verbunden. Die Wertpapierleihe ist prinzipiell für alle Arten der Wertpa-
piere möglich, allerdings ist die Leihe von Optionen unüblich, weswegen der Leerverkauf von
Optionen auf diesem Weg nur in Ausnahmefällen möglich ist. Der Arbitrageprozeß kann auf
dem Weg der Wertpapierleihe deswegen nur dann durchgeführt werden, wenn die Aktie leer-
verkauft werden muß, also wenn die Option unter dem Black-Scholes-Preis gehandelt wird.
Die dritte Möglichkeit des Leerverkaufs bilden OTC-Geschäfte. Diese weisen jedoch den
Nachteil auf, daß sie ebenfalls große Informationskosten verursachen und auch nicht gesichert
ist, daß für diese OTC-Geschäfte jederzeit Kontraktpartner mit entsprechenden Volumina ge-
funden werden.
Für Privatpersonen sind normalerweise der Optionshandel an der Eurex und Covered War-
rants die einzigen Möglichkeiten, Optionen leerzuverkaufen. Beide Formen des Leerverkaufs
sind aber für das Delta-Hedging ungeeignet, weswegen die Umsetzung der Arbitragestrategie
für Privatpersonen nicht möglich ist, wenn die Option leerverkauft werden muß, also der Op-
tionspreis über dem Black-Scholes-Preis liegt.
Die Umsetzung der Arbitragestrategie ist an realen Börsen aufgrund der Leerverkaufsbe-
schränkungen nicht risikolos möglich. Der Arbitrageur wird deswegen eine Risikoprämie for-
dern und die Arbitrage erst dann durchführen, wenn der Arbitragegewinn mindestens genauso
groß ist, wie die geforderte Risikoprämie. Der Arbitragegewinn wird außerdem durch die Ko-
sten des Leerverkaufs geschmälert. Dadurch können nicht unerhebliche Abweichungen des
Optionspreises hervorgerufen werden, wie im nachfolgenden Unterkapitel noch näher ausge-
führt werden wird.
5.3.4 Kostendeckung des Arbitragegewinns
In der Black-Scholes-Modellwelt findet der Arbitrageprozeß schon bei geringsten Abwei-
chungen vom theoretischen Optionspreis statt, da keine Transaktionskosten anfallen und das
Hedgeportfolio risikolos ist. In der realen Welt ist der Arbitrageprozeß hingegen erst durch-
führbar, wenn der Arbitragegewinn mindestens so groß ist, wie die Kosten seiner Durchfüh-
rung zuzüglich einer Risikoprämie für den Fall, daß es nicht möglich ist, ein vollständig si-
cheres Hedgeportfolio zu schaffen. In der praktischen Anwendung wird es deshalb Ober- und
Untergrenzen für die Abweichung des Optionspreises vom theoretischen Wert geben, die kei-
ne Arbitrage ermöglichen, so daß der arbitragefreie Optionspreis keine eindeutige Zahl mehr
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bildet, sondern ein Intervall. Je kleiner dieses Intervall ist, um so genauer kann mit dem
Black-Scholes-Modell der Optionspreis prognostiziert werden.
Es ist jedoch keineswegs sicher, daß durch den Arbitrageprozeß kleine Intervalle arbitrage-
freier Optionspreise ermittelt werden. Im Gegensatz zum Modell zustandsbedingter Wertpa-
piere resultiert der Arbitragegewinn im Black-Scholes-Modell nicht aus der Preisdifferenz
zwischen dem beobachteten und dem arbitragefreien Preis eines Wertpapiers, sondern aus der
Wertänderung des Haltens der Wertpapiere. Im Black-Scholes-Modell ist deswegen nicht die
Option falsch bepreist, sondern lediglich ihre Ableitungen nach der Zeit und dem Aktienkurs
sind nicht arbitragefrei. Dies kann dazu führen, daß selbst bei großen Differenzen zwischen
dem beobachteten und dem arbitragefreien Optionspreis nur geringe Arbitragegewinne erzielt
werden können. Daß die Arbitragefreiheitsbedingung nur an die Ableitungen gebunden ist,
kann bei besonderen Parameterkonstellationen zu dem auf dem ersten Blick paradoxen Phä-
nomen führen, daß eine Option, deren Preis über dem Black-Scholes-Preis liegt, vom Arbitra-
geur gekauft werden muß, während eigentlich erwartet werden würde, die zu teuere Option zu
verkaufen. Dies ist der Fall,206 wenn die Ableitungen der Option die Eigenschaft besitzen, daß
der Ertrag des Hedgeportfolios unter dem sicheren Zinssatz liegt.
Die Funktionsweise des Arbitrageprozesses soll nun anhand eines fiktiven Beispiels demon-
striert werden. Für eine Option gelte:
K0 = 100 σ = 0,15 i = ln(1,03) S = 125  t  = 3
Dann gilt für den Black-Scholes-Optionspreis und seine Ableitungen entsprechend der Glei-
chungen  (4-24) bis (4-26):
C   =        5,32
t
C
∂
∂ = 2,477
0K
C
∂
∂ =      34,913 % 02
2
K
C
∂
∂ = 1,424 %
Das Hedgeportfolio besteht aus dem Underlying und 1/0,34913 Stück Stillhalterpositionen in
der Option. Sein Wert beträgt:
P = 84,75
                                                
206 Rechenbeispiele für die Gültigkeit der hypothetischen Optionsbewertungsformel (5-15) sind im Anhang auf-
geführt.
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Die Wertänderung des Hedgeportfolios entsprechend (4-14) nach einem Jahr beträgt:
DP =      2,5051
Der Ertrag aus dem Halten des Hedgeportfolios beträgt ln(1,03) und entspricht damit dem si-
cheren Zinssatz. Die Optionsbewertung erfolgt deswegen arbitragefrei.
Nun wird der Fall betrachtet, daß die Marktteilnehmer die Option nicht mit dem Black-
Scholes-Modell bewerten, sondern daß der Optionspreis ermittelt wird als der mit a diskon-
tierte Erwartungswert der Optionsauszahlungen:207
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207Die unterstellte Optionspreisfunktion (5-15) erfüllt zumindest die Grenzbedingung (4-18). Auf die Options-
preisformel (5-15) mit endogen bestimmten, variablen a wird im Kapitel 6 noch näher eingegangen werden.
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Mit Hilfe dieser Ableitungen kann der Arbitragegewinn des Hedgeportfolios entsprechend
Gleichung (4-15) ermittelt werden. Für die Parameter208
µ = 0,15 α = 0,33
lauten der Optionspreis und seine Ableitungen:
C   =        8,25
t
C
∂
∂ = 2,148
0K
C
∂
∂ =      36,874 % 02
2
K
C
∂
∂ = 0,683 %
Das Hedgeportfolio besteht aus dem Underlying und 1/0,36874 Stück der leerverkauften Op-
tion. Sein Wert beträgt:
P = 77,63
Die Wertänderung des Hedgeportfolios entsprechend Gleichung (4-14) lautet:
∆P =    3,7435
Der Ertrag des Hedgeportfolios beträgt somit 4,82 % und ermöglicht somit einen Arbitrage-
gewinn in Höhe von 1,82 %.
In dem Beispiel liegt der Optionspreis um 55 % über dem Preis des Black-Scholes-Modells.
Der mit dem Hedgeportfolio erzielte Arbitragegewinn beträgt aber weniger als 2 %. Das Bei-
spiel zeigt deutlich, daß selbst extremen Abweichungen der Optionspreise nur relativ geringe
Arbitragegewinne gegenüberstehen können. Das bedeutet, daß die praktische Umsetzung des
Arbitrageprozesses nur unzureichend für die Anpassung des Marktpreises an den Preis des
Black-Scholes-Modells sorgen kann und insbesondere Probleme bei der Anpassung bei gerin-
gen Abweichungen vom Black-Scholes-Preis zu erwarten sind.
Für die Marktteilnehmer, die sich nach der Black-Scholes-Formel richten, wäre der sichere
Gewinn von weniger als 2 % abzuwägen mit dem unsicheren Ertrag von 52,8 % über dem si-
cheren Zinssatz, der sich mit dem spekulativen Leerverkauf der ihrer Meinung nach überteu-
erten Option erzielen läßt. Bei nur gering risikoavers eingestellten Marktteilnehmern fällt die
Entscheidung zugunsten der Spekulation. Dieses zusätzliche Angebot, das aus dem Leerver-
                                                
208 Im Anhang sind die Ergebnisse für alternative Parameterkonstellationen von µ, σ und α dargestellt.
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kauf dieser Spekulanten resultiert, führt dazu, daß sich der Marktpreis der Option dem Black-
Scholes-Preis nähert, ohne ihn jedoch zu erreichen. Die Black-Scholes-Formel funktioniert
dann aber lediglich als eine sich selbst erfüllende Prophezeiung, da sich zahlreiche Marktteil-
nehmer mangels besserer Alternativen nach ihr richten, um einen Richtwert für den fairen
Optionspreis zu erhalten, ohne daß die Akteure die restriktiven Annahmen kennen, unter de-
nen das Optionsbewertungsmodell hergeleitet wurde.
Der Arbitrageprozeß des Black-Scholes-Modells kann nicht garantieren, daß bei Abweichun-
gen des Marktpreises vom Black-Scholes-Preis die zu erzielenden Arbitragegewinne stets die
Kosten der Durchführung der Arbitrage sowie die Opportunitätskosten und auch noch eventu-
ell geforderte Risikoprämien zu decken vermögen. Bei der Durchführung der Arbitrage ent-
steht zusätzlich noch das Problem, daß zum Marktpreis der Option auch noch ihre Ableitun-
gen bekannt sein müssen, da sonst die die genaue Zusammensetzung des Hedgeportfolios so-
wie die Höhe des Arbitragegewinns nicht ermittelt werden kann.
Die geringe Höhe der Arbitragegewinne in der realen Welt führt dazu, daß es im Gegensatz
zum Black-Scholes-Modell nicht einen arbitragefreien Optionspreis gibt, sondern Intervalle
arbitragefreier Preisspannen für Optionen, deren Größe nicht notwendigerweise vernachläs-
sigbar gering sein muß. Das Black-Scholes-Modell ist deswegen aufgrund seines Arbitrage-
konzepts zur praktischen Bewertung von Optionen nur bedingt geeignet.
5.3.5 Opportunitätskosten der Arbitrageure
Ein weiterer Grund für das mögliche Nichtzustandekommen des Arbitrageprozesses bei ab-
weichenden Optionspreisen stellt die Begrenzung des Kreises der möglichen Akteure auf spe-
zialisierte Banken dar. Diese unterliegen in Deutschland dem Kreditwesengesetz und müssen
das Hedgeportfolio entsprechend Grundsatz I mit ausreichend Eigenkapital unterlegen. Das
Eigenkapital stellt aber für Banken eine knappe Ressource dar und konkurriert in seiner Ver-
wendung für das Hedgeportfolio mit den anderen Geschäftssparten der Bank. Deswegen wer-
den Banken den Arbitrageprozeß erst dann durchführen, wenn der Arbitragegewinn größer ist
als die Opportunitätskosten der Eigenkapital-209 und Liquiditätsverwendung für andere Spar-
ten des Bankgeschäfts.
                                                
209 Geht man von einer gewünschten Eigenkapitalrendite von 15 % bei deutschen Unternehmen aus, so betragen
bei Verwendung des derzeit gültigen Anrechnungsfaktors (100 %) und Solvatibilitätskoeffizienten (8 %) die
kalkulatorischen Kosten des Eigenkapitalverbrauchs 1,2 %. Ist das Unternehmen knapp an Eigenkapital und
deswegen in anderen Geschäftsarten eingeschränkt, können wegen des Multiplikatoreffektes die Opportuni-
tätskosten auch deutlich größer sein, sogar im zweistelligen Prozentbereich liegen, wie Karmann (1985) zeigt.
CAPM-basierte Optionsbewertung
- 90 -
Selbst wenn die Bank reichlich mit Eigenkapital ausgestattet ist, wird sie unter Gültigkeit der
Gewinnmaximierungsbedingung die Arbitragestrategie erst dann durchführen, wenn die Ar-
bitragerendite über der Bruttozinsspanne der Bank liegt. Wenn die Zinsspanne der Deutschen
Bank in den Jahren 1989 und 1993 zwischen 2,2 % und 2,4 %210 als typisch für deutsche
Banken unterstellt wird, dann ist die Umsetzung der Arbitragestrategie bei den extremen Ab-
weichungen des Optionspreis des in 5.3.4 gezeigten Beispiels für die Banken selbst dann
nicht lukrativ, wenn keine weiteren Kosten für das Hedging anfallen würden.
Der um mehr als 50 % zu teuere Marktpreis der Option aus dem Beispiel kann deswegen am
Markt dauerhaft Bestand haben, da wegen des niedrigen Arbitragegewinns niemand den Ar-
bitrageprozeß kostendeckend durchzuführen vermag.
5.4 Volatility Smile
5.4.1 Das Konzept der impliziten Volatilität
Das Konzept der impliziten Volatilität geht ursprünglich auf MacBeth/Merville211 zurück, die
eine Methode zur empirischen Überprüfung der Validität des Black-Scholes-Modells vor-
schlugen. Für die Ermittlung des Optionspreises mit Hilfe der Black-Scholes-Formel werden
mit Ausnahme der Volatilität σ nur am Markt jederzeit direkt ablesbare und damit bekannte
Daten benötigt. Der Käufer und der Stillhalter der Option müssen sich deswegen bei der Fin-
dung des Optionspreises im Black-Scholes-Modell nur auf den Wert der Volatilität σ einigen,
um ein Geschäft abschließen zu können. Da die Volatilität in einer eineindeutigen Beziehung
zum Optionspreis der Black-Scholes-Formel steht, ist die iterative212 Ermittlung der Markt-
einschätzung der Volatilität, die implizite Volatilität, aus den Marktgrößen (Optionspreis,
Optionslaufzeit, Kurs des Underlying, Ausübungspreis und sicherer Kurzfristzins) möglich.
Diese implizite Volatilität kann zur empirischen Validierung des Black-Scholes-Modells ver-
wendet werden, da bei Optionen gleicher Laufzeit213 mit identischem Underlying aber unter-
schiedlichen Ausübungspreisen die impliziten Volatilitäten identisch sein müssen, da das Un-
derlying nicht gleichzeitig mehreren Verteilungsfunktionen hinsichtlich des Parameters σ un-
terliegen kann.
                                                
210 Deutsche Bank: Geschäftsbericht 1993, S. 41
211 MacBeth/Merville (1979)
212 Die Ermittlung der impliziten Volatilität ist nur iterativ möglich, da die Umkehrfunktion der Standardnormal-
verteilung nicht gebildet werden kann.
213 Durch die Verwendung gleicher Laufzeiten wird vermieden, daß unterschiedliche Erwartungen über die Ent-
wicklung der Volatilität im Zeitablauf das Untersuchungsergebnis verfälschen, da die Volatilität im Black-
Scholes-Modell konstant ist, während die Erwartungen der Marktteilnehmer über die zukünftige Volatilität
Schwankungen unterworfen sein können.
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MacBeth/Merville sowie auch die später durchgeführten empirischen Untersuchungen214
kommen aber stets zu dem Ergebnis, daß die implizite Volatilität in Abhängigkeit vom Aus-
übungspreis systematisch variiert. Diese Abweichungen widersprechen dem Black-Scholes-
Modell, da bei Vorliegen abweichender impliziter Volatilitäten eines Underlyings mindestens
ein Hedgeportfolio Renditen erzielen würde, die nicht dem sicheren Zinssatz entsprechen,
wodurch dann Arbitrage möglich wäre.
Trotzdem führten die systematischen Abweichungen der impliziten Volatitität mangels besse-
rer Alternativen zum Black-Scholes-Optionsbewertungsmodell nicht dazu, daß das Modell als
empirisch nicht belegbar verworfen wurde.
Die vom Ausübungspreis systematisch abhängenden Abweichungen der impliziten Volatili-
täten bilden bei Währungs- und Zinsoptionen, die Gegenstand der ersten Untersuchungen zur
impliziten Volatilität waren, in der Darstellung im σ-Ausübungspreis-Diagramm eine Funkti-
on, die in ihrer Gestalt dem Cosinus-Hyperbolicus und damit einem Lächeln ähnlich sah. Aus
diesem Grund hat sich in der Literatur der Begriff Volatility Smile durchgesetzt, obwohl die-
ses Phänomen bei Aktien und Aktienindizes nicht in dieser Art auftritt, wie nachfolgend am
Beispiel der DAX-Optionen noch gezeigt wird.215
Der ursprünglich von MacBeth/Merville angedachte Zweck des Konzeptes der impliziten
Volatilitäten zur Validierung des Black-Scholes-Modells geriet aber angesichts der Möglich-
keiten, die sich aus der Anwendung zur Ermittlung der Einschätzungen der Marktteilnehmer
über die zukünftige Kursentwicklung ergaben, schnell in Vergessenheit. Diese war nun erst-
malig ohne zeit- und kostenintensive Befragungen der Marktteilnehmer allein durch das Ab-
lesen der Marktdaten möglich, wodurch neben dem Vorteil der Kosteneinsparungen vor allem
Fehler bei der Befragung sowie gezielte Falschaussagen der Befragten vermieden wurden.
Die ermittelte implizite Volatilität kann für verschiedene Laufzeiten variieren. Der Vergleich
der impliziten Volatilitäten zu verschiedenen Beobachtungszeitpunkten kann für Prognose-
zwecke genutzt werden. Ausgehend von der Annahme, daß die Marktteilnehmer aufgrund ih-
rer Spezialisierung auf diesen Geschäftsbereich einen Informationsvorsprung besitzen, sich
im Sinne der Theorie rationaler Erwartungen langfristig nicht irren und sich neue Informa-
tionen mit einer sehr hohen Geschwindigkeit in den Marktpreisen widerspiegeln, werden Pro-
                                                
214 Vgl. auch Day/Lewis (1988), Ripper/Günzel (1997), Pena/Rubio/Serna (1999)
215 In dieser Arbeit werden beim Volatility Smile nur die impliziten Volatilitäten der Call-Optionen verwendet
und nicht - wie sonst für Ausübungspreise unter dem Kassakurs üblich - die impliziten Volatilitäten der Put-
Optionen.
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gnosen über zukünftige Volatilitäten ermöglicht. So können z.B. nach Neuhaus216 mit Hilfe
der Anwendung der impliziten Volatilität auf festverzinsliche Wertpapiere Prognosen über die
Erwartungen der zukünftigen Zinsentwicklung in ihrer Höhe und Volatilität und über die zu-
künftige Inflation aufgestellt werden, wodurch neue Informationen für die Feinsteuerung der
Geldpolitik durch die Zentralbank gewonnen werden können.
Das Problem, daß es beim Konzept der impliziten Volatilität durch das Volatility Smile keine
eindeutige Prognose für die zukünftige Volatilität geben kann, wurde gelöst, indem man sich
auf die Option mit dem größten Umsatz geeinigt hat, die in der Regel die Am-Geld-
Optionen217 ist.218
Das Phänomen der impliziten Volatilität wird in der Literatur219 damit erklärt, daß die Markt-
teilnehmer aufgrund ihrer Erfahrungen annehmen, daß die der Kursentwicklung zugrundelie-
gende Verteilung nicht einer einfachen logarithmischen Normalverteilung entspricht, sondern
daß bei der zugrundeliegenden Wahrscheinlichkeitsverteilung Sprünge auftreten bzw. asym-
metrische Verteilungen vorliegen, die dafür sorgen, daß die Wahrscheinlichkeit extremer
Kursänderungen bei der tatsächlichen Wahrscheinlichkeitsverteilung von der reinen logarith-
mischen Normalverteilung abweicht. Der mit der Black-Scholes-Formel berechnete Options-
preis wird deswegen nicht korrekt ermittelt. Die Marktteilnehmer beziehen aber die abwei-
chende Wahrscheinlichkeit extremer Kursänderungen in ihr Kalkül zur Optionsbewertung mit
ein. Deswegen weicht der Marktpreis der Option vom Black-Scholes-Preis für Weit-aus-dem-
Geld-Optionen unter Verwendung der impliziten Volatilität der Am-Geld-Option ab, was zu
einer vom Ausübungspreis abhängigen impliziten Volatilität des Black-Scholes-Preises der
Optionen führt.
Nachfolgende Abbildung 5-7 stellt die Impliziten Volatilitäten220 in Abhängigkeit vom Aus-
übungspreis der an der Eurex am 17.02.1998 gehandelten Call-Optionen auf den DAX mit
Fälligkeit März 1998 dar.
                                                
216 Neuhaus (1995)
217 Als Am-Geld-Option wird die Option definiert, bei der Ausübungspreis dem Kassakurs des Underlyings ent-
spricht.
218 Die hohe Liquidität der Am-Geld-Option hat dazu geführt, daß sie als Basis für den Volatlitätsfuture der Eu-
rex, den VOLAX, verwendet wird. Vgl. dazu auch Roth (1997).
219 vgl. Neuhaus (1995)
220 Die Werte wurden für einen sicheren Zins von 3 % bei einem DAX-Stand von 4.626 ermittelt.
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Abbildung 5-7: Implizite Volatilitäten der Eurex-DAX-Calls am 17.02.1998 mit Fälligkeit März 1998
Die Graphik demonstriert deutlich, daß die impliziten Volatilitäten keinesfalls konstant
sind.221 Das für den DAX im Zeitraum November 1997 bis Februar 1998 festgestellte Phäno-
men großer impliziter Volatilitäten der Am-Geld-Optionen und geringer Volatilitäten der
Aus-dem-Geld-Optionen kann damit erklärt werden, daß die Marktteilnehmer nach der star-
ken Marktkorrektur im November 1997 zwar unter Umständen von einer hohen Volatilität des
DAX ausgehen, aber hohe positive Renditen für weniger wahrscheinlich halten als große ne-
gative Renditen. Dies führt dazu, daß die Marktteilnehmer dem Erreichen bzw. Überschreiten
des Ausübungspreises durch das Underlying eine geringere Wahrscheinlichkeit zubilligen, als
sich aus der Annahme der logarithmischen Normalverteilung ergeben würde. Deswegen ist
der Marktwert der Aus-dem-Geld-Optionen geringer als der Wert, der sich mit der Black-
Scholes-Formel unter Verwendung der Volatilität der Am-Geld-Option ergibt. Dies führt zu
einer niedrigeren impliziten Volatilität der Aus-dem-Geld-Optionen.
Das als Volatility Smile bekannte Phänomen, daß die Optionspreise an den Märkten im Aus-
übungspreis schneller fallen als es das Black-Schole-Modell vorhersagt, kann mit der im
Rahmen dieser Arbeit entwickelten CAPM-basierten Optionspreisformel erklärt werden.
Wenn Risiko-Ertragsüberlegungen die Preisbildung am Optionsmarkt beeinflussen, wird für
                                                
221 Die in der Literatur vor allem für festverzinsliche Wertpapiere (z.B. Bund-Future) oft beschriebene Gestalt
der Kurve der impliziten Volatilität als „volatility smile“ (Minimum in der Nähe der Am-Geld-Option) konnte
für die DAX-Calls nicht bestätigt werden. Je nach Restlaufzeit und Tag der Erhebung besitzt die Funktion
entweder ihr Maximum in der Nähe der Am-Geld-Option oder aber sie ist insgesamt monoton fallend im
Ausübungspreis.
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eine Option ein um so größerer Risikodiskontfaktor gewählt, desto weiter sie aus dem Geld
ist, da das Risiko aus dem Optionskauf steigt.
5.4.2 Arbitragemöglichkeiten unter Volatility Smile
Wenn das Volatility Smile eine am Optionsmarkt stets auftretende Gesetzmäßigkeit darstellt,
ist Arbitrage möglich. Dabei ist es für die Arbitragemöglichkeit nicht notwendig, den exakten
funktionalen Zusammenhang zwischen dem Kassakurs des Underlyings und der impliziten
Volatilität zu kennen. Vielmehr ist es hinreichend, daß das Vorzeichen der Ableitung der im-
pliziten Volatilität der Option nach dem Kurs des Underlyings in einem bestimmten Intervall
eindeutig und bekannt ist.
Wenn zum Beispiel das Volatility Smile wie in Abbildung 5-7 die Gesetzmäßigkeit aufweist,
daß die implizite Volatilität im Ausübungspreis bis Kassakurs=Ausübungspreis streng mo-
noton steigend und ab Kassakurs=Ausübungspreis streng monoton fallend ist,222 dann gilt,
daß die Am-Geld-Option CS immer eine höhere Volatilität aufweist als die Aus-dem-Geld-
Option CL. Folgendes Hedgeportfolio ermöglicht in diesem Fall risikolose Gewinne:
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In dem Hedgeportfolio gleichen sich die Long- und die Shortposition des Underlyings K aus,
so daß sie vernachlässigt werden können. Aufgrund der Deltagewichtung der Optionen ist das
Hedgeportfolio in der Black-Scholes-Welt (konstante Volatilität) risikolos und damit vom
Kurs des Underlyings unabhängig.
Steigt nun der Kurs des Underlyings und wirkt sich das zudem auf die impliziten Volatilitäten
aus, so steigt aufgrund der Volatility Smile-Gesetzmäßigkeit die implizite Volatilität der Aus-
dem-Geld-Option (long-Position), während die implizite Volatilität der Am-Geld-Option
(short-Position) sinkt. Ein Sinken des Kassakurses wirkt auf die impliziten Volatilitäten auf
die gleiche Weise wie ein Kursanstieg. Das bedeutet, daß bei relativen Kursänderungen unab-
hängig von ihrem Vorzeichen die Long-Position relativ an Wert gewinnt, während die Short-
Position relativ an Wert verliert. Bleibt der Kassakurs hingegen nahezu konstant, wird das
Delta-Hedging bis zum Glattstellen der beiden Optionspositionen fortgesetzt. Die beschriebe-
ne Arbitragestrategie liefert für jeden Kurs des Underlyings selbst unter Vernachlässigung der
                                                
222Die Arbitragemöglichkeit bleibt auch dann erhalten, wenn die implizite Volatilität im gesamten Ausübungs-
preis monoton fallend ist.
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dynamischen Absicherungsstrategie Erträge, die größergleich dem sicheren Zinssatz sind,
wenn die Bedingung erfüllt ist, daß die leerverkaufte Option aufgrund der Gestalt des Volati-
lity Smiles bei Kurssteigerungen des Underlyings durch das Sinken der impliziten Volatilität
weniger an Wert gewinnt als die gekaufte Option. Umgekehrt muß die leerverkaufte Option
bei einem Sinken des Kurses des Underlyings aufgrund der Volatilitätsänderung mehr an
Wert verlieren als die gekaufte Option. Es lassen sich für jede Funktion der impliziten Volati-
lität, deren zweite Ableitung nach dem Ausübungspreis S die Eigenschaft besitzt, daß sie im
Ausübungspreis mindestens einmal ihr Vorzeichen wechselt, solche Hedgeportfolios bilden.
Nachfolgend wird die Arbitragegelegenheit für eine Gestalt des Volatility Smile ähnlich der
Abbildung 5-7 demonstriert.
Für die implizite Volatilität des Underlyings in Abhängigkeit vom Ausübungspreis S und dem
Kassakurs gelte folgende Funktion:
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Dies führt zu der in Abbildung 5-8 dargestellten Gestalt des Volatility Smiles bei einem Kas-
sakurs des Underlyings von 100223.
Implizite Volatilität der Optionen bei K0=100
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Abbildung 5-8: Volatility Smile entsprechend (4-41) bei K=100
                                                
223Veränderungen des Kassakurses führen zu einer Verschiebung der Funktion, so daß das Maximum der impli-
ziten Volatilität immer bei S=K liegt.
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Für die beiden Optionen gelten die Parameter:
K = 100 i = ln(1,03)   t = 2 SS = 100 SL = 115
Die impliziten Volatilitäten lauten dann:
σS = 25,00 % σL = 15,24 %
Die Preise der Optionen und deren Ableitungen nach K0 betragen:
CS = 16,69 CSK0 = 0,6346 CL =   5,36 CLK0= 0,3949
Das Hedgeportfolio lautet:
73,1236,5532,269,16576,1P −=⋅+⋅−= (5-21)
und ist damit selbstfinanzierend. Da das Hedgeportfolio nur kurze Zeit gehalten wird, soll aus
Vereinfachungsgründen der positive Zinsertrag des Einzahlungsüberschusses vernachlässigt
werden. In der nachfolgenden Abbildung 5-9 sind die Gewinne224 aus der Umsetzung der Ar-
bitragestrategie in Abhängigkeit von Kursänderungen ∆K dargestellt.
∆Κ
Gewinn aus der Umsetzung der Arbitragestrategie
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Abbildung 5-9: Ertrag aus der Umsetzung der Volatility Smile-Arbitragestrategie
                                                
224 Bei der Ermittlung der Arbitragegewinne wird aus Vereinfachungsgründen von einem statischen Hedgeport-
folio ausgegangen. Da die Arbitragegewinne die durch den Verzicht auf das Hedging entstandenen Verluste
überkompensieren, kann auf die Durchführung der dynamischen Absicherungsstrategie des Delta-Hedgings
verzichtet werden.
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Die Graphik 5-9 zeigt deutlich, daß die vorgeschlagene Strategie zur Ausnutzung des Volati-
lity Smiles für die Erzielung von Arbitragegewinnen zu stets positiven Erträgen führt und
deswegen zu Recht als Arbitragestrategie bezeichnet werden kann.
Während die Untersuchungen zum Volatility Smile mit dem Ziel der Validierung des Black-
Scholes-Modells zu dem Ergebnis kamen, daß das Modell empirisch nicht bestätigt werden
konnte, wurde nun gezeigt, daß das vorgefundene Phänomen sogar die Bedingung der Arbi-
tragefreiheit verletzt. Da das Black-Scholes-Modell aber gerade die arbitragefreie Optionsbe-
wertung als Ziel hat, ist seine Funktionsweise in der realen Welt stark anzuzweifeln.
5.5 Kritik an der Herleitung
Nach Beck225 erfolgt die Herleitung der Veränderung des Hedgeportfolios durch
Black/Scholes nach Itô bzw. Taylor mathematisch nicht exakt. Gleichung (4-7) muß unter der
Vernachlässigung der Ableitungen höherer Ordnungen richtig lauten:226
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Bei der Herleitung der Black-Scholes-Formel wurden zwei Therme vernachlässigt. Ungeach-
tet dessen ermittelt die Black-Scholes-Formel aber die korrekte Lösung.
Das von Black-Scholes gebildete Hedgeportfolio ist nicht selbstfinanzierend. Für die perma-
nente Anpassung des Portfolios sind Mittelzu- bzw. Mittelabflüsse erforderlich. Das Hedge-
portfolio weist deswegen selbst bei konstanten Zinsen ein Liquiditätsrisiko auf, das entspre-
chend dem CAPM eine Risikoprämie rechtfertigt. Deswegen muß die Verzinsung des Portfo-
lios nicht zwingend dem sicheren kurzfristigen Zinssatz entsprechen.
Beck (1993) schlägt eine alternative Herleitung der Black-Scholes-Formel vor. Die Grundidee
stellt dabei die Ermittlung des Wertes eines selbstfinanzierenden Portfolios aus a Aktien und
b  Zero-Bonds dar, welches eine zu der Option identische Auszahlungsstruktur besitzt. Die
Formel zur Ermittlung des Optionspreises entspricht dann der Black-Scholes-Formel. Der
einzige, lediglich bei längeren Laufzeiten der Option oder bei einer steilen Zinsstrukturkurve
                                                
225Beck (1993, S. 77-90)
226Black-Scholes gehen davon aus, daß der Anteil der Optionen im Portfolio konstant ist. Wenn man aber die
stetige Kursentwicklung konsequent auf das Hedgeportfolio überträgt, ist der Anteil der Optionen im Hedge-
portfolio aufgrund der permanenten Portfolioanpassung nicht mehr konstant, und es muß die Ableitung nach
der Anzahl der Optionen im Portfolio aus Gründen mathematischer Exaktheit mit berücksichtigt werden, ob-
wohl dies nach Beck keinen Einfluß auf das Ergebnis besitzt.
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wirksame Unterschied besteht darin, daß nicht mehr der Kurzfristzins in die Optionsbewer-
tung eingeht, sondern der Zins eines Zero-Bonds mit gleicher Restlaufzeit wie die Option.
5.6 Resümee der Modellkritik
Das Black-Scholes-Modell weist sowohl in der theoretischen Modellwelt als auch bei der
praktischen Anwendung zur Optionsbewertung zahlreiche Kritikpunkte auf. Die in der Lite-
ratur diskutierten Kritikpunkte, die vor allem die Verletzung der Modellannahmen der Ver-
teilung und der Annahme des vollkommenen Kapitalmarktes betreffen, schränken die Gültig-
keit des Optionsbewertungsmodells nur geringfügig ein. Die in der Fachliteratur dagegen bis
jetzt nahezu unberücksichtigt gebliebenen Kritikpunkte an der praktischen Durchführbarkeit
der Delta-Hedging-Arbitrage, ihrer Kostendeckung sowie die Rückwirkungen des Options-
bewertungsmodells auf das Underlying und seiner Verteilungsparameter schränken die Funk-
tionsweise des Arbitrageprozesses so stark ein, daß berechtigte Zweifel angebracht sind, ob
der Delta-Hedging-Arbitrageprozeß tatsächlich garantieren kann, daß sich bei Fehlbepreisung
einer Option der modelltheoretische Optionspreis auch wirklich einstellt. Die Frage, warum
das Phänomen des Volatility Smile mit seinen permanenten Arbitragemöglichkeiten am Opti-
onsmarkt dauerhaft beobachtet werden kann, während die Fehlbepreisung von Optionen im
Black-Scholes-Modell durch die Arbitrage sofort abgebaut werden soll, muß deswegen unbe-
antwortet bleiben.
Sollte der Arbitrageprozeß nun aber nicht in der Lage sein, Fehlbepreisungen am Options-
markt vollständig abzubauen, dann ist die Gültigkeit des Arbitrage-basierten Black-Scholes-
Modells nicht gegeben, oder aber es müssen zusätzliche Modellannahmen227 eingeführt wer-
den, die den Optionspreis dennoch garantieren.
Im sechsten Kapitel wird nun ausgehend von den Verteilungsannahmen des Black-Scholes-
Modells ein CAPM-basiertes Modell entwickelt, das die Optionsbewertung auf risikoaversen
Märkten bei nicht funktionierender Delta-Hedging-Arbitrage ermöglicht.
                                                
227 Zum Beispiel führt die zusätzliche Annahme, daß die Marktteilnehmer risikoneutrale Nutzenfunktionen besit-
zen, dazu, daß sich der Black-Scholes-Preis auch ohne Delta-Hedging einstellt.
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6 CAPM-basierte Optionsbewertung
6.1 Einleitung
Im fünften Kapitel, der Kritik am Black-Scholes-Modell, wurde ausgeführt, daß die Arbitra-
ge, auf der das Optionsbewertungsmodell von Black-Scholes beruht, wegen der Eigenschaften
des Delta-Arbitrageprozesses nicht garantieren kann, daß die Arbitragestrategie wirklich in
dem Maße durchgeführt wird, daß sich am Markt dann auch tatsächlich der arbitragefreie Op-
tionspreis einstellen muß. Es ist vielmehr zu erwarten, daß am Markt permanent nicht-
arbitragefreie Optionspreise im Sinne des Black-Scholes-Modells zu beobachten sind. Der
Optionspreis des Black-Scholes-Modells stellt dann aufgrund der allgemeinen Akzeptanz die-
ses Modells durch die Marktteilnehmer lediglich einen Vergleichswert für den von den
Marktteilnehmern als „fair“ angesehenen Optionspreis dar.
Da der Optionspreis an den Börsen außerhalb der engen Black-Scholes-Modellwelt nicht auf
Basis reiner Arbitrageüberlegungen ermittelt werden kann, wird nun ein Optionsbewertungs-
modell hergeleitet, das ausgehend von den Nutzenpräferenzen der Marktteilnehmer einen
gleichgewichtigen Optionspreis ermittelt. Die grundlegende Annahme des Modells stellt
analog zum CAPM die Existenz eines linearen Zusammenhangs zwischen Ertrag und Risiko
der Option dar.228 Die Marktteilnehmer sind deswegen bei Vorliegen von Gleichgewichtsprei-
sen für das Underlying der Optionen nicht mehr frei in der Wahl der Optionspreise, sondern
unterliegen den Gesetzmäßigkeiten des CAPM. Es kann deswegen für jede Option ein Preis
vorhergesagt werden, für den gilt, daß bei Abweichungen des Marktpreises von diesem theo-
retischen Gleichgewichtspreis nutzensteigernde Strategien möglich werden, deren Umsetzung
dazu führt, daß diese Abweichungen in kurzer Zeit wieder abgebaut werden und sich schließ-
lich wieder der stabile, gleichgewichtige Optionspreis einstellen muß.
Die Anwendung des CAPM auf Optionen stellt dabei - ebenso wie die Existenz von Risiko-
prämien auf Optionsmärkten - einen gravierenden Unterschied zur gängigen Interpretation des
Black-Scholes-Modells dar. Dabei ist die Anwendung des CAPM auf Optionen seit Jahr-
zehnten in der Finanzmarkttheorie üblich, da die Gültigkeit des CAPM für Aktien allgemein
anerkannt ist und eine Aktie nichts anderes als eine Kaufoption auf das zukünftige Gesamt-
vermögen des Unternehmens mit dem Ausübungspreis des Fremdkapitals darstellt.
                                                
228 Die Verwendung des CAPM zur Optionsbewertung war nach Duffie (1997, S. 7-8) bereits 1969 die Aus-
gangsüberlegung von Black bei der Entwicklung des Black-Scholes-Modells.
CAPM-basierte Optionsbewertung
- 100 -
Zunächst wird ein Grundmodell zur Optionsbewertung entwickelt, das von der Kenntnis der
Verteilungsparameter µ und σ des Underlyings ausgeht. Das Grundmodell ist in seiner
Struktur sehr einfach. Dafür hat dieses Modell den Nachteil, daß es wegen der fehlenden
Kenntnis der Verteilungsparameter empirisch nicht überprüfbar ist.
Um die empirische Überprüfung des Grundmodells zu ermöglichen, wird als zusätzliche An-
nahme in einer erweiterten Modellversion die Existenz einer Option mit einem Gleichge-
wichtspreis gefordert. Aus dem Preis dieser Option kann dann die implizite Volatilität229 σ
ermittelt werden, die dann für alle anderen Optionen mit gleicher Laufzeit gelten muß.
Die Ermittlung des Parameters µ ist hingegen - ohne zusätzliche Annahmen - direkt aus dem
Preis der gleichgewichtigen Option nicht möglich. Eine Ermittlung des Parameters µ auf der
Grundlage permanenter Befragungen der Marktteilnehmer weist den Nachteil eines hohen
Kosten- und Zeitaufwandes für die Parameterermittlung auf, der eine marktgerechte Options-
bewertung zu akzeptablen Kosten in vertretbar kurzer Zeit unmöglich macht. Für die Ermitt-
lung des Parameters µ werden deswegen zusätzliche Annahmen getroffen, die zur Entwick-
lung zweier verschiedener Modellversionen führen.
In der ersten Modellversion wird unterstellt, daß am Optionsmarkt keine Risikoprämien für
den Optionskäufer existieren. Deswegen müssen die Parameter µ und σ zusätzlich noch ga-
rantieren, daß die Risikoprämie der Option Null beträgt. Dies ist gleichbedeutend mit der
Forderung, daß der mit dem sicheren Zinssatz diskontierte Erwartungswert der Optionsaus-
zahlungen dem Optionspreis entsprechen muß. Mit Hilfe der ersten Modellversion kann somit
einerseits die These, daß Optionspreise keine Risikoprämie beinhalten, empirisch überprüft
werden. Andererseits ermöglicht sie den empirischen Vergleich der übrigen Modellversionen
mit dem Black-Scholes-Modell, da für die unterstellte spezielle Konstellation der Parameter µ
und σ bei einem vom Markt vorgegebenen sicheren Zinssatz i das im Rahmen dieser Arbeit
entwickelte Modell in das Black-Scholes-Modell überführt werden kann. Da der Parameter µ
im Black-Scholes-Modell keinen Einfluß auf den Optionspreis besitzt, kann der Parameter µ
problemlos so gewählt werden, daß der Erwartungswert des Wachstums des Underlyings bei
gegebener impliziter Volatilität immer genau dem sicheren Zins entspricht.
                                                
229 Die Ermittlung der impliziten Volatilität aus dem Optionspreis erfolgt unter Verwendung des CAPM-
basierten Optionspreismodells. Dabei kann aber im Gegensatz zum Black-Scholes-Modell die implizite Vola-
tilität σ nicht als numerischer Wert ermittelt werden, sondern lediglich als eindeutige Funktion des Vertei-
lungsparameters µ oder des Erwartungswertes des Wachstums des Underlyings E(r). Erst zusätzliche Annah-
men über E(r) bzw. µ ermöglichen dann die Ermittlung von σ als numerischen Wert.
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Die zweite Modellversion ermittelt den Parameter µ aus den am Markt öffentlich zugängli-
chen Daten über das erwartete Wachstum des Underlyings. Dabei werden nach der Art der
Ermittlung von µ drei Varianten unterschieden.230 Die erste ermittelt µ aus den Werten der
Kursentwicklung des letzten Jahres. Die zweite Variante basiert auf den Daten der letzten fünf
Jahre. Die dritte Variante verwendet die am Jahresanfang bei bedeutenden Marktteilnehmern
durchgeführten Befragungen für den erwarteten DAX-Stand am Jahresende.
In der nachfolgenden Abbildung 6-1 wird die Vorgehensweise bei der Erstellung der Modell-
versionen graphisch dargestellt.
CAPM
Konzept der Risikoprämie
Wiener Prozeß
log-normalverteilte Kurse
Grundmodell
Voraussetzungen:
• Kenntnis der Verteilungsparameter µ, σ
• Gleichgewichtspreis des Underlyings
Aber:
 µ, σ unbekannt!
Konzept der impliziten Volatilität
Voraussetzungen:
• Gleichgewichtspreis des Underlyings
• Gleichgewichtspreis einer Option
ermöglicht:
• Ermittlung des Parameters σ
• Bewertung von Optionen mit gleicher
Laufzeit auf das gleiche Underlying
Modellerweiterung
Wie wird µ ermittelt?
1. Modellversion
Es wird für µ derjenige Wert
ermittelt,  für den die Risiko-
prämie   der   Optionen Null
beträgt.
2. Modellversion
Der Parameter µ wird aus den
öffentlich  am  Markt  verfüg-
baren Daten ermittelt.
3. Variante
Ermittlung von µ aus den
Erwartungswerten      der
Banken für den DAX
1. Variante
Ermittlung von µ aus den
Kursen des letzten Jahres
2. Variante
Ermittlung von µ aus den
Kursen der letzten 5 Jahre
Abbildung 6-1: Übersicht über die Modellversionen und –varianten
                                                
230 Hinsichtlich der Ermittlung des Parameters µ unterscheiden sich die 3 Modellvarianten zwar deutlich, die in
den Modellvarianten für µ ermittelten Werte weichen dagegen nicht allzu stark voneinander ab.
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6.2 Das Grundmodell
Das Modell basiert auf folgenden Annahmen:
1. Der Kurs des Underlyings folgt einem logarithmisch normalverteilten Zufallsprozeß.
2. Die Verteilungsparameter µ und σ der Kurse sind konstant und allen Markteilnehmern
bekannt.
3. Die Wirtschaftssubjekte weisen quadratische Nutzenfunktion auf, so daß sich ihre Ent-
scheidungen rein nach dem E(r)-Sd(r)-Prinzip231 richten.
4. Es herrscht ein fast vollkommener Kapitalmarkt. Die Wertpapiere sind in beliebig kleinen
Stückelungen handelbar, es existieren keine Steuern und die Transaktionskosten sind so
gering, daß sie bei einer einmaligen Transaktion vernachlässigt werden können.
Die ersten beiden Modellannahmen stellen Standardannahmen der Kapitalmarkttheorie dar
und entsprechen den Modellannahmen von Black-Scholes, so daß sie keiner weiteren Erörte-
rung bedürfen.
Mit der dritten Modellannahme wird im Gegensatz zum Black-Scholes-Modell eine zusätzli-
che Forderung an die Nutzenfunktion der Wirtschaftssubjekte gestellt, wodurch die Allge-
meingültigkeit des Modells stark eingeschränkt wird. Dies wurde notwendig, um die mikro-
ökonomische Fundierung des Modells sicherzustellen. Da weder die logarithmische Normal-
verteilung noch die Verteilung der resultierenden Optionsauszahlungen die Eigenschaften ei-
ner Linearen Klasse exakt erfüllen. Deswegen ist die Bildung mehrerer Portfolios aus dem
Underlying und den Optionen möglich, die trotz gleicher Verteilungsparameter E(r) und Sd(r)
verschiedene Verteilungen aufweisen. Aufgrund der Verschiedenheit der Verteilungen wer-
den diesen Portfolios in der Regel unterschiedliche Nutzenwerte zugeordnet, so daß das E(r)-
Sd(r)-Kriterium nicht zu eindeutigen Lösungen führt. Lediglich für den Sonderfall quadrati-
scher Nutzenfunktionen ist sichergestellt, daß unsicheren Zahlungsströmen mit gleichen Ver-
teilungsparametern E(r) und Sd(r) auch gleiche Nutzenwerte zugeordnet werden, da sich die
Erwartungsnutzenmaximierung in eine E(r)-Sd(r)-Entscheidung überführen läßt.232
                                                
231 In diesem Kapitel wird streng zwischen den Verteilungsparametern des Underlyings, µ und σ, und der Ren-
dite der Option, E(r) und Sd(r), unterschieden, um etwaigen Verwechslungen vorzubeugen. Deswegen wird
die unübliche Schreibweise verwendet.
232 vgl. Sinn (1989, 120)
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Der Vorteil der Annahme quadratischer Nutzenfunktionen liegt darin, daß dafür die an realen
Börsen nicht gegebene Annahme im Black-Scholes-Modells, daß der Handel permanent und
mit einer kontinuierlicher Kursentwicklung des Underlyings erfolgt, fallengelassen werden
kann.
Alternativ zur Annahme quadratischer Nutzenfunktionen könnte auch gefordert werden, daß
die Verteilungen des Underlyings und der Optionsauszahlungen die Eigenschaften einer linea-
ren Klasse erfüllen und somit alle durch Kombinationen aus Underlying und Optionen her-
stellbaren Portfolios einer einzigen Verteilung, der logarithmischen Normalverteilung, unter-
liegen. Diese Annahme besitzt den Vorteil, daß keine Einschränkungen hinsichtlich der risi-
koaversen Nutzenfunktionen der Wirtschaftssubjekte getroffen werden müssen. Der Nachteil
besteht darin, daß diese Approximation im Normalfall nicht erfüllt sein wird, so daß dies zu
Fehlentscheidungen führen wird, weswegen für das Modell die Annahme quadratischer Nut-
zenfunktionen gewählt wurde.
Die Auswirkungen der Annahme, daß die Wirtschaftsubjekte nach dem E(r)-Sd(r)-Kriterium
entscheiden,233 auf die praktische Anwendungstauglichkeit des Modells werden aber dadurch
gemildert, daß die Wirtschaftssubjekte aufgrund der Komplexität der tatsächlichen Verteilung
eines Portfolios aus einem Underlying und mehreren Optionen gar nicht in der Lage sein kön-
nen, den Erwartungsnutzen ihres Endvermögens exakt zu ermitteln, so daß sie gezwungen
sind, sich bei ihren Entscheidungen mangels besserer Alternativen an den relativ einfach zu
berechnenden Größen Erwartungswert und Varianz zu orientieren, weswegen das E(r)-Sd(r)-
Kriterium auch bei anderen risikoaversen Nutzenfunktion zumindest näherungsweise als Hilfe
für das Entscheidungskalkül der Wirtschaftssubjekte dienen kann.
Die vierte Modellannahme entspricht mit einer Ausnahme den Annahmen des Vollkommenen
Kapitalmarktes, die im Black-Scholes-Modell gefordert wird. Die einzige Einschränkung, die
schließlich zu der Bezeichnung „fast vollkommener Kapitalmarkt“ geführt hat, besteht darin,
daß Transaktionskosten zugelassen werden. Diese sind aber so gering, daß sie eine einmalige
Anlageentscheidungen nicht beeinflussen. Dies entspricht der Realität entwickelter Börsen
wie zum Beispiel der Eurex eher, da dort die Transaktionskosten234 aufgrund ihrer geringen
Höhe die Entscheidungen der Wirtschaftssubjekte nicht beeinflussen. Die Existenz von Trans-
                                                
233Dabei ist es unerheblich, ob das E(r)-Sd(r)-Kriterium nun wegen der unterstellten quadratischen Nutzenfunk-
tion oder wegen der approximativen Zugehörigkeit der Verteilungen zu einer Linearen Klasse gilt.
234 Die Eurex-Gebühren betragen beim Future lediglich 0,20 € pro Kontrakt. Auch die von den Direktbrokern
verlangten Gebühren von 12,- € sind im Vergleich mit den Kontraktvolumen (Bsp. DAX: 100mal der Index-
wert) vernachlässigbar gering.
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aktionskosten - selbst wenn diese einzeln betrachtet vernachlässigbar gering sind - schließt
das Delta-Hedging aus, da die erforderliche stetige Portfolioanpassung zu unendlich hohen
Transaktionskosten führen würde. Durch diese Forderung wird somit der Arbitrageprozeß des
Black-Scholes-Modells ausgeschlossen, wodurch erst vom arbitragefreien Black-Scholes-
Preis abweichende Optionspreise am Markt dauerhaft Bestand haben können.
Aus den Modellannahmen kann nun auch für Optionen die bereits im Kapitel 3.4 dargestellte
Grundgleichung des CAPM (3-29) hergeleitet werden, wobei hier jedoch als Besonderheit zu
berücksichtigen ist, daß der Zins i des Optionsbewertungsmodells in Analogie zum Black-
Scholes-Modell als stetiger Zins definiert ist, während er in der Preisgleichung des CAPM als
Periodenzinssatz verwendet wurde. Die Grundgleichung des CAPM wird deswegen abge-
wandelt in:
( ) ( ) ( ) MjjMtij prSd1erE ⋅⋅ρ=−− ⋅ mit   ( ) ( )( )M
ti
M
M rSd
1erEp −−=
⋅
(6-1)
Dabei stellt E(rj) den Erwartungswert und Sd(rj) die Standardabweichung der Rendite aus dem
Halten der Option j dar. E(rM) ist der Erwartungswert, Sd(rM) die Standardabweichung der
Rendite aus dem Halten des Marktportfolios M und ρjM die Korrelation der Rendite der Opti-
on mit der Rendite des Marktes. Die im CAPM üblicherweise verwendete Bezeichnung des
Erwartungswertes der Rendite mit µ und der Standardabweichung mit σ wurde modifiziert,
um eine Verwechslung mit den Parametern der logarithmischen Normalverteilung des Un-
derlyings zu vermeiden.
Wie bereits in Kapitel 3.5 gezeigt, gilt für den Erwartungswert und die Standardabweichung
der Rendite in Abhängigkeit von der zukünftigen unsicheren Auszahlung A und dem heutigen
Preis P0 des Wertpapiers:
( ) ( ) 1
P
AErE 0 −= (6-2)
( ) ( )0P
ASdrSd = (6-3)
Einsetzen von (6-2) und (6-3) in die Grundgleichung des CAPM (6-1) und anschließendes
Auflösen nach dem Preis P0 führt zur Formel zur Bewertung von Wertpapieren mit dem
CAPM:
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Um den Marktpreis von Optionen ermitteln zu können, müssen der Erwartungswert und die
Standardabweichung der Auszahlung sowie die Korrelation mit dem Underlying235 K ermit-
telt werden.
Für den Erwartungswert, die Varianz und die Korrelation der Optionsauszahlung A gelten die
allgemeinen Definitionen:
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Diese allgemeinen Definitionen können unter Verwendung der vom zukünftigen Kurs des
Underlyings Kt abhängigen Auszahlungsfunktion der Call-Optionen
( )SK,0maxA t -= (6-8)
und der Eigenschaften der logarithmischen Normalverteilung der Kursentwicklung des Un-
derlyings K ermittelt werden als:236
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235Da in dieser Arbeit bei der empirischen Untersuchung nur DAX-Optionen untersucht werden, entspricht die
Korrelation mit dem Underlying der Korrelation mit dem Marktportfolio. Bei der Anwendung auf Aktien ist
es erforderlich, das Underlying als Marktportfolio des Teilmarktes dieser Optionen zu definieren.
236Die genaue Herleitung des Erwartungswertes, der Varianz und der Korrelation erfolgt im Anhang.
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Der Marktpreis des Risikos kann aufgrund der Eigenschaften der logarithmischen Normal-
verteilung ermittelt werden237 als:
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Durch Einsetzen der Gleichungen (6-9), (6-10), (6-11) und (6-12) kann nun mit Hilfe der
Gleichung (6-4) der faire Preis der Option ermittelt werden.
Graphisch kann der Preis der Option aus der gleichgewichtigen Lage im E(r)-Sd(r)-Diagramm
ermittelt werden. Die Option muß die Grundgleichung des CAPM (6-1) erfüllen, daß heißt,
sie muß auf der Geraden liegen, die den sicheren Zins schneidet238 und die Steigung s×pM be-
sitzt. Außerdem muß sie auf der Preisgeraden liegen, die garantiert, daß für jeden möglichen
Optionspreis gleichzeitig die Gleichungen (6-2) und (6-3) erfüllt sind. Der Schnittpunkt bei-
der Geraden stellt den gleichgewichtigen Optionspreis im CAPM dar. Aus dem Erwartungs-
wert der Rendite und dem Erwartungswert der Optionsauszahlung des Gleichgewichtspunktes
kann dann entsprechend Gleichung (6-2) der Optionspreis ermittelt werden. 239
Formel (6-4) ist genau dann identisch mit der Black-Scholes-Formel, wenn gilt:
2
i
2s
+m= (6-13)
                                                
237Da für Sd(r) = 0 der Erwartungswert der Rendite dem sicheren Zins entsprechen muß.
238Die Gerade ist gekennzeichnet durch die Punkte (-100 %, 0 %) für P = µ und (0 %, Sd(A)/E(A)) für P = E(A).
Vergleiche dazu Unterkapitel 3.5.
239vgl. dazu die Graphik 3-7 im Unterkapitel 3-5 und die Darstellung 5-2 im Unterkapitel 5.2.1
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Das CAPM-basierte Optionsbewertungsmodell stellt deswegen eine Verallgemeinerung das
Black-Scholes-Modells dar.
Gleichung (6-13) kann nur auf von risikoneutralen Wirtschaftssubjekten dominierten Märkten
erfüllt sein, da sie besagt, daß die erwartete Rendite aus dem Halten des Underlyings gleich
dem sicheren Zinssatz ist. Auf risikoaversen Märkten kann sie nicht erfüllt sein, deswegen
muß auf ihnen gelten:
2
i
2s
+m< (6-14)
Die Gültigkeit von Gleichung (6-14) bedeutet, daß bei gleicher Volatilität des Underlyings
der Erwartungswert der Optionsauszahlungen über dem sicher verzinsten Black-Scholes-Preis
liegen muß.
Im folgenden Unterkapitel soll nun die Optionsbewertung an einem hypothetischen Beispiel
demonstriert werden.
6.2.1 Beispiel zur Optionsbewertung mit dem Grundmodell
Für eine Option und ihr Underlying gelten folgende Parameter:
K0 = 100 S = 120 t = 1
µ  = 0,05 s = 0,25 i = ln(1,03)
Daraus ergeben sich für den Marktpreis des Risikos, den Erwartungswert, die Varianz und die
Korrelation folgende Werte:
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Sd(A) =  14,696
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Der daraus resultierende Optionspreis lautet dann:
03,1
1984,0981,2153587,0506,6
P 0
××-
=  =   5,30
Der faire Optionspreis 5,30 stellt den gleichgewichtigen Preis aufgrund der Annahmen des
CAPM dar. Er liegt deutlich über dem Preis des Black-Scholes-Modells von 4,45, da der aus
dem Parameter µ resultierende Erwartungswert der Rendite des Underlyings über dem siche-
ren Zins liegt. Für die Option ergibt sich folgende Lage im E(r)-Sd(r)-Diagramm.
0 %
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Marktgerade
r=35,87 %
PreisgeradeK
Call
P=6,51
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Grundmodell - Gleichgewichtige Lage im E(r)-Sd(r)-Diagramm
Abbildung 6-2: Darstellung des Beispiels zum Grundmodell im E(r)-Sd(r)-Diagramm
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6.3 Die Modellversionen
Das Grundmodell setzt die Kenntnis der Verteilungsparameter der Kursentwicklung des Un-
derlyings voraus. Für die praktische Anwendbarkeit des Modells stellt dies keine große Ein-
schränkung dar, da jeder seine eigene Meinung über die Parameter µ und σ bilden und somit
den fairen Optionspreis entsprechend seinen Erwartungen über die zukünftige Kursentwick-
lung ermitteln kann. Auf Basis des fairen Optionspreises kann dann jeder Marktteilnehmer
entsprechend den Marktpreisen der Optionen seine Kaufentscheidungen treffen.
Das Grundmodell weist dafür den Nachteil auf, daß es - wie das CAPM - praktisch nicht em-
pirisch überprüfbar ist, da die Annahmen der Marktteilnehmer über die Verteilungsparameter
nicht öffentlich bekannt sind. Die beim CAPM zur empirischen Überprüfung verwendeten ex
post-Renditen sind zur Validierung des Modells nur dann geeignet, wenn sie den Erwartungen
der Marktteilnehmer für die ex ante-Renditen entsprechen. Dies ist aber nicht zwingend not-
wendig, wie das Phänomen der Bubble-Bildung zeigt.
Aufgrund der geringen Optionslaufzeiten und insbesondere aufgrund des starken Einflusses
der Verteilungsparameter auf den Optionspreis sowohl im Black-Scholes-Modell als auch im
Grundmodell ist das oft verwendete Argument, daß sich die Wirtschaftssubjekte langfristig
nicht irren können und sich deswegen die Erwartungen für die ex ante-Rendite und die reali-
sierte ex post-Rendite entsprechen müssen, nicht geeignet, einen empirischen Test des Mo-
dells allein auf Basis der historischen Kurse zu rechtfertigen. Deswegen wird zur Validierung
des Modellzusammenhangs ein anderer Weg gegangen. Aus der Kenntnis des Marktpreises
der Am-Geld-Option kann analog zum Konzept der impliziten Volatilität der Verteilungspa-
rameter σ240 ermittelt werden. Für die Ermittlung des Parameters µ wird für jede Modellversi-
on noch eine zusätzliche Annahme zum Erwartungswert des Wachstums des Underlyings E(r)
getroffen.
6.3.1 Erste Modellversion (BS)
Der ersten Modellversion liegt die Annahme zugrunde, daß es am Optionsmarkt keine Risi-
koprämie geben darf, da die Optionen bei Gültigkeit des Black-Scholes-Modells über das
Delta-Hedging risikolos geschaffen werden können. Das Risiko aus dem Halten einer Optio-
                                                
240 Die implizite Volatilität kann nur als eindeutige Funktion des Erwartungswertes des Wachstums des Under-
lyings E(r) ermittelt werden – im Gegensatz zum Black-Scholes-Modell, wo für σ ein numerischer Wert be-
rechnet werden kann.
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nen stellt deswegen ein unsystematisches Risiko dar, das im CAPM nicht mit einer Risiko-
prämie belohnt werden darf.
Es werden nun diejenigen µ- s-Kombinationen ermittelt, für die gilt, daß die Am-Geld-Option
die Gleichung (5-4) erfüllt und außerdem der Optionspreis dem mit dem sicheren Zinssatz
diskontierten Erwartungswert der Optionsauszahlungen entspricht:
( ) ( )
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Gleichung (6-15) ist für alle Optionen nur dann und genau dann erfüllt241, wenn für die Ver-
teilungsparameter des Underlyings µ und s gilt:
2
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2s
-=m (6-16)
Werden in Gleichung (6-4) alle µ durch Gleichung (6-16) ersetzt, so hängt Gleichung (6-4)
neben s nur noch von bekannten Größen ab. Die neue Gleichung lautet dann:
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(6-17)
und ist mit der Black-Scholes-Formel identisch. Für die erste Modellversion wird der Para-
meter s als die implizite Volatilität der Option entsprechend der Black-Scholes-Formel er-
mittelt, während sich µ dann entsprechend Gleichung (5-16) ergibt.242
Da die erste Modellversion zum Test der Nichtexistenz der Risikoprämie in die Black-
Scholes-Optionsbewertungsformel überführt werden kann, dient sie gleichzeitig als Ver-
gleichsmaßstab dafür, ob das CAPM-basierte Optionsbewertungsmodell die Optionspreise am
Markt besser prognostizieren kann als das Standardmodell von Black-Scholes.
                                                
241Für eine einzige Option gibt es unendlich viele Kombinationen für µ und s, die die Gleichung (5-15) erfüllen,
da der Optionspreis eine eindeutige Funktion von µ und s ist. Von Gleichung (5-16) abweichende Lösungen
scheiden aber aus, da für diese dann die anderen zu bewertenden Optionen Risikoprämien beinhalten würden
und gefordert wird, daß alle Optionen keine Risikoprämie aufweisen dürfen.
242Da sich Gleichung (5-4) bei Gültigkeit von Gleichung (5-16) in die Black-Scholes-Formel umformen läßt und
sich bei der Herleitung der Black-Scholes-Formel der Parameter µ herauskürzt, besitzt der Parameter µ in der
ersten Modellversion keinen Einfluß auf den Optionspreis.
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Die Funktionsweise der ersten Modellversion wird nun anhand eines Beispiels erläutert.
Für eine Option und ihr Underlying gelten folgende Parameter:
K0 =100 S = 120 t = 1 i = ln(1,03)
Der Preis der Am-Geld-Option betrage 13,26.
Der Preis der Am-Geld-Option entspricht dem theoretischen Preis des Black-Scholes-Modells
genau dann, wenn die implizite Volatilität σ = 30 % beträgt. Entsprechend Gleichung (5-16)
muß µ den Wert  -1,544 % haben. Einsetzen der Werte für µ und σ in die Optionsbewertungs-
formel (5-4) führt zu:
28,6C 120S ==
In der graphischen Darstellung im E(r)-Sd(r)-Diagramm müssen bei der ersten Modellversion
das Underlying und alle Optionen auf der Waagerechten durch den sicheren Zins liegen, da
bei Gültigkeit der Gleichung (6-16) die Risikoprämie Null ist.
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1. Modellversion (Black-Scholes) - Gleichgewichtige Lage im E(r)-Sd(r)-Diagramm
Abbildung 6-3: Darstellung des Beispiels zur ersten Modellversion im E(r)-Sd(r)-Diagramm
6.3.2 Zweite Modellversion (CAPM)
Die zweite Modellvariante geht davon aus, daß wegen des Nichtfunktionierens der Delta-
Arbitrage im Black-Scholes-Modell dauerhaft Risikoprämien am Optionsmarkt existieren.
Zusätzlich wird der Erwartungswert des zukünftigen Kurses des Underlyings in einem Jahr
E(Kt) als bekannt vorausgesetzt. Die Verteilungsparameter der Kursentwicklung des Under-
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lyings können aus dem Kurs der Am-Geld-Option und dem Erwartungswert für den zukünft i-
gen Kurs des Underlyings ermittelt werden als diejenige µ- s-Kombination, für die der theo-
retische Optionspreis des Grundmodells mit dem Marktpreis übereinstimmt und außerdem der
Erwartungswert des zukünftigen Kurses des Underlyings gleich dem Erwartungswert E(K t)
ist, der sich aus der logarithmischen Normalverteilung bei Gültigkeit der Parameter µ und s
ergibt. Folglich muß gelten:
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Gleichung (6-18) ist aufgrund der Eigenschaften der logarithmischen Normalverteilung genau
dann erfüllt, wenn gilt:
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Einsetzen von Gleichung (6-19) für µ in der Gleichung (6-4) führt dazu, daß der Optionspreis
nur noch von s, dem als bekannt vorausgesetzten Erwartungswert des Kurses des Underlyings
und am Markt direkt beobachtbaren Größen abhängt. Es läßt sich deshalb die implizite Vola-
tilität s bestimmen, aus der sich dann nach Gleichung (6-19) der Parameter µ ermitteln läßt.
Die Funktionsweise der ersten Modellversion wird nun anhand eines Beispiels erläutert.
Für eine Option und ihr Underlying gelten die folgenden Parameter:
K0 = 100 S = 120 t = 1 i = ln(1,03)
Der Preis der Am-Geld-Option betrage 13,26 und der Erwartungswert für den zukünftigen
Kurs des Underlyings E(Kt) sei 110,00.
Der Preis der Am-Geld-Option entspricht dem theoretischen Preis der zweiten Modellversion
genau dann, wenn die implizite Volatilität s den Wert 24,65 % besitzt. Entsprechend Glei-
chung (6-19) muß µ den Wert 6,49 % haben. Einsetzen der Werte für µ und s in die Options-
bewertungsformel (6-4) führt zu
40,5C 120S ==
Der faire Preis des Black-Scholes-Modells unter Verwendung der impliziten Volatilität der
zweiten Modellversion (s = 24,65 %) beträgt 4,33. Wird hingegen die implizite Volatilität des
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Black-Scholes-Modells (σ = 30 %) verwendet, wird die Option mit 6,28 bepreist. Der Ver-
gleich der zweiten Modellvariante mit dem Black-Scholes-Modell zeigt, daß sich die Opti-
onspreise der 120er Calls trotz gleicher Preise der Am-Geld-Option deutlich unterscheiden.
Dies wird durch die Wirkung zweier Effekte verursacht. Einerseits besitzt das Underlying ei-
nen höheren Erwartungswert, weswegen die Optionen in der zweiten Modelversion einen hö-
heren Erwartungswert der Auszahlungen aufweisen. Andererseits wird dieser größere Erwar-
tungswert aber auch mit einem höheren Risikodiskontfaktor abgezinst. Beide Effekte wirken
entgegengesetzt, wobei der letztere jedoch gewöhnlich überwiegt. Wenn die Risikoprämie am
Optionsmarkt einen Erklärungsgehalt für den Optionspreis besitzt (zweite Modellversion),
dann werden mit dem Black-Scholes-Modell unter Verwendung der impliziten Black-
Scholes-Volatilität für Aus-dem-Geld-Optionen zu hohe Optionspreise ermittelt. Das bedeu-
tet, daß dann die implizite Volatilität des Black-Scholes-Modells der Aus-dem-Geld-Optionen
stets kleiner sein muß als die der Am-Geld-Option, womit das empirisch oft vorgefundene
Volatility Smile243 erklärt werden kann.
Die Bestimmung der gleichgewichtigen Lage der Option im E(r)-Sd(r)-Diagramm ist in der
Abbildung 6-4 graphisch dargestellt.
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2. Modellversion (CAPM-basiert) - Gleichgewichtige Lage im E(r)-Sd(r)-Diagramm
Abbildung 6-4: Darstellung des Beispiels zur zweiten Modellversion im E(r)-Sd(r)-Diagramm
Für die Optionsbewertung mittels der zweiten Modellversion ist immer noch die Kenntnis des
Erwartungswertes für den zukünftigen Kurs des Underlyings erforderlich. Dieser ist am Markt
                                                
243 Optionen auf Aktien oder Indizes weisen im Gegensatz zu Optionen auf Währungen und festverzinsliche
Wertpapiere allgemein die Eigenschaft auf, daß die implizite Volatilität der Aus-dem-Geld-Optionen monoton
fallend im Ausübungspreis ist. Vgl. dazu Unterkapitel 3.4.
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nicht direkt bekannt. Deswegen wird der Erwartungswert auf einem anderen Weg ermittelt,
wodurch sich verschiedene Varianten der zweiten Modellversion ergeben. Der Parameter σ
ergibt sich als implizite Volatilität der Am-Geld-Option bei Gültigkeit des jeweiligen Modell-
zusammenhangs. Jede Modellversion besitzt deswegen eine eigene implizite Volatilität, die in
der Regel von der impliziten Volatilität des Black-Scholes-Modells abweicht.
6.3.2.1 Erste Variante (CAPM1)
In der ersten Variante der zweiten Modellversion wird davon ausgegangen, daß sich die
Marktteilnehmer am mittelfristigen Trend orientieren und die im letzten Jahr realisierte pro-
zentuale Veränderung des DAX auch für das nächste Jahr erwarten. Die erwartete Wach-
stumsrate des DAX wird dabei aus dem Durchschnitt der monatlichen Wachstumsraten des
Untersuchungszeitraumes gebildet.244 Diese ergeben sich aus den Schlußkursen der Vormo-
nate des Jahres 1997 (4.167,85 DM, 3.726,69 DM und 3.949,14 DM) und den ersten, in die
Untersuchung eingehenden DAX-Kursen der Monate (4.087,83 DM, 4.841,72 DM, 4.691,69
DM). Daraus ergibt sich eine erwartete Wachstumsrate des DAX E(rDAX) von 15,60 %. Die
Formel (6-19) lautet unter Verwendung der erwarteten Wachstumsrate DAX-Kurses E(rDAX)
dann:
( )
2
1560,01ln
2σ
−+=µ (6-20)
6.3.2.2 Zweite Variante (CAPM2)
In der zweiten Variante der zweiten Modellversion wird davon ausgegangen, daß sich die
Marktteilnehmer am langfristigen Trend orientieren und die in den letzten 5 Jahren realisierte
durchschnittliche prozentuale Veränderung des DAX auch für die Zukunft erwarten. Dabei
werden die Monatsschlußstände des DAX vom September 1993 (1.915,71 DM) und vom
September 1998 (4.474,51 DM) verwendet, so daß sich für die von den Marktteilnehmern er-
wartete jährlichen Wachstumsrate E(rDAX) ein Wert von 18,49 % ergibt. Die Formel (6-19)
lautet unter Verwendung der erwarteten Wachstumsrate DAX-Kurses E(rDAX) dann:
( )
2
1849,01ln
2σ
−+=µ (6-21)
                                                
244 Die ungewöhnliche Ermittlung der erwarteten Wachstumsrate wurde gewählt, da die Verwendung der Sep-
temberschlußkurse zu einer negativen erwarteten Wachstumsrate führen würde, während auf risikoaversen
Märkten die erwartete Renditen über dem sicheren Zins liegen müssen. Sämtliche anderen plausiblen Wege
zur Ermittlung des Erwartungswertes des Wachstums führten zu Werten, die sich nur geringfügig von denen
der anderen Versionen unterschieden, wodurch ein Variante redundant geworden wäre.
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6.3.2.3 Dritte Variante (CAPM3)
In der dritten Variante der zweiten Modellversion werden zur Ermittlung des Erwartungs-
wertes die im Dezember 1997 bei führenden Marktteilnehmern durchgeführten Befragungen
über den erwarteten DAX-Stand am 31.12.1998 verwendet. Die Ergebnisse der Befragungen
werden in der folgenden Abbildung 6-5 wiedergegeben.
Bank E(DAX) E(r) Bank E(DAX) E(r)
Bank Julius Bär 4.200 2,4% Heleba Trust 4.400 7,3%
Bank Sarasin 4.500 9,8% Reuschel-Bank 4.500 9,8%
Bankgesellschaft Berlin 4.300 4,9% J. P. Morgan 4.600 12,2%
Bayerische Hypobank 4.600 12,2% Lampe Bank 4.550 11,0%
Bayerische Landesbank 4.500 9,8% Lehman Brothers 4.100 0,0%
Bayerische Vereinsbank 4.600 12,2% LGT-Bank Lichtenst. 4.350 6,1%
Berenberg Bank 4.600 12,2% Merril Lynch 4.500 9,8%
BfG-Bank 4.750 15,9% Morgan Stanley 4.000 -2,4%
BHF-Bank 4.400 7,3% M. M. Warburg 4.250 3,7%
BW-Bank 4.500 9,8% Paripas Capital Mark. 4.600 12,2%
Commerzbank 4.350 6,1% Sal. Oppenheim 4.400 7,3%
Delbrück & Co 4.000 -2,4% SBC Warburg 4.700 14,6%
Deutsche Bank 4.500 9,8% SMH 4.800 17,1%
DG-Bank 4.200 2,4% Trinkaus Capital 4.450 8,5%
Dresdner Bank 4.500 9,8% UBS 4.000 -2,4%
Georg Hauck & Sohn 4.400 7,3% West LB 4.300 4,9%
Goldman Sachs 4.050 -1,2% Durchschnitt 4.408 7,51%
Abbildung 6-5: DAX-Prognosen für Ende 1998 bei einem DAX-Stand von rund 4.100245
Aus dem Mittelwert des erwarteten DAX 4.408 wird die erwartete Wachstumsrate des DAX
mit 7,51 % ermittelt und dann in Formel (6-19) verwendet:
( )
2
0751,1ln
2σ
−=µ (6-22)
6.4 Empirische Überprüfung
Die zwei Modellversionen und ihre Varianten werden im Folgenden empirisch getestet. Dabei
werden die Mittwochs-Kurse der DAX-Calls an der Eurex (vormals Deutsche Terminbörse)
im Zeitraum vom 1. Oktober bis 31. Dezember 1998246 mit den theoretischen Optionspreisen
verglichen. Die Einschränkung auf die Mittwochskurse erfolgte, weil eine Erweiterung auf
tägliche Kurse zwar die Anzahl der berücksichtigten Beobachtungen erhöhen aber aufgrund
der zeitlichen Nähe der zusätzlichen Beobachtungen kaum neue Informationen liefern würde.
                                                
245 Quellen: Börse Online 52/97 S. 10, Focus 52/97 S. 189 und Handelsblatt 247/1997 S. 25
246 Bei diesem Zeitraum handelt es sich um ein normales Börsenquartal ohne gravierende Kurseinbrüche.
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Außerdem werden auf diese Weise eventuelle Einflüsse des Montags- und des Wochenendef-
fektes vermieden.
Die Beobachtungen erfolgen zu 13 Zeitpunkten. Dabei wurden alle an der Eurex gehandelten
DAX-Calloptionen mit einer Mindestlaufzeit von einem Monat berücksichtigt,247 wobei alle
an dem jeweiligen Börsentag notierten Schlußkurse in die Untersuchung eingehen. Die Be-
trachtung aller notierten Schlußkurse erwies sich als notwendig, um eine hinreichend große
Datenbasis zu erhalten. Da die letzten Notierungen nicht alle zum gleichen Zeitpunkt und so-
mit auch nicht zum gleichen Kassakurs des Underlyings erfolgen, verursacht die Verwendung
der Schlußnotierungen insbesondere dann Fehler, wenn innerhalb eines Handelstages extreme
Schwankungen des DAX auftreten. Diese Fehlerquelle betrifft aber alle Modelle im gleichem
Maße, so daß sie nur Einfluß auf das absolute Niveau der Prognosegüte der Modelle und nicht
auf den Vergleich der Prognosegüte der Modelle untereinander besitzt. Im Untersuchungszeit-
raum traten keine großen Tagesschwankungen auf und es wurde von allen Optionen nur ein
nicht plausibler Optionspreis248gefunden, der aber dennoch nicht von der Untersuchung aus-
geschlossen wurde.
Die Untersuchung beruht auf insgesamt 960 beobachteten einzelnen Optionskursen. Obwohl
an der Eurex auch längere Laufzeiten gehandelt werden können, bleiben sie bei der Untersu-
chung unberücksichtigt, da aufgrund der Marktilliquidität in diesem Laufzeitenbereich für
diese Optionen oft kein Handel oder nur Handel bei einem einzigen Ausübungspreis stattfand.
Die Eurex-Optionen mit einer Laufzeit kürzer als einen Monat wurden ebenfalls von der Un-
tersuchung ausgeschlossen, um die vor allem im sehr kurzen Laufzeitenbereich auftretenden
Einflüsse der Autoregressivität und Heteroskedastizität auf den Optionspreis zu eliminieren.
Als gleichgewichtige Am-Geld-Option wurde diejenige gehandelte Option verwendet, deren
Ausübungspreis dem DAX-Kurs an dem Tag am nächsten lag.
In der Untersuchung wurden die relativen Ausübungspreise und die relative Abweichung des
Marktpreises Pist vom theoretisch vorhergesagten Optionspreis der Modellversionen Psoll er-
                                                
247 Folgende Fälligkeiten erfüllten diese Bedingung: 1998: November, Dezember; 1999: Januar, Februar, März,
Juni, September, Dezember und 2000: Juni
248 Am 02.12.1998 wurde der Juni-1999-Call mit dem Ausübungspreis 4.850 um DM 25,50 höher gehandelt als
der Call mit dem Ausübungspreis von nur  4.800. Da die anderen Optionslaufzeiten dieses Tages stimmig
sind, kann diese Anomalie aber auch auf einen Druckfehler zurückgeführt werden.
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mittelt. Die relative Abweichung wird analog zu MacBeth/Merville249, Whaley250 und
Long/Officer251 definiert als
1
P
P
soll
ist
−=∆ (6-23)
Ziel ist es, diejenige Modellvariante zu ermitteln, die den geringsten Erwartungswert und die
geringste Varianz der relativen Abweichung aufweist.
6.5 Auswertung der empirischen Untersuchung
6.5.1 Vorbemerkung
Für jede beobachtete Am-Geld-Option ließ sich die implizite Volatilität in allen vier unter-
suchten Modellen berechnen.252 Es wurden keine negativen Optionspreise ermittelt. Die rela-
tiven Abweichungen und die Beträge der relativen Abweichungen weisen folgende statisti-
schen Eigenschaften auf:
Wert BS CAPM1 CAPM2 CAPM3
Anzahl N 960 960 960 960
Erwartungswert -19,02 % -11,87 % -8,53 % -17,13 %
Standardabweichung 26,13 % 21,58 % 22,35 % 24,52 %
Kleinster Wert -87,79 % -82,72 % -80,99 % -85,82 %
Größter Wert 39,20 % 87,53 % 139,88 % 38,32 %
Spannweite 126,98 % 170,25 % 220,87 % 124,14 %
Median -9,87 % -4,27 % -3,23 % -7,80 %
Abbildung 6-6: Eigenschaften der relativen Prognosefehler
Wert BS CAPM1 CAPM2 CAPM3
Anzahl N 960 960 960 960
Erwartungswert 22,28% 15,89% 15,17% 20,14%
Standardabweichung 23,41% 18,81% 18,49% 22,11%
Größter Wert 87,79% 87,53% 139,88% 85,82%
Median 12,31% 7,17% 7,19% 10,47%
Abbildung 6-7: Eigenschaften der Absolutwerte der relativen Prognosefehler
                                                
249 MacBeth/Merville (1979)
250 Whaley (1982)
251 Long/Officer (1997)
252 Dies ist nicht per se selbstverständlich, da zumindest theoretisch Optionspreise auftreten können, die so nied-
rig sind, daß sie selbst bei einer Volatilität nahe Null deutlich unter den Preisen des Black-Scholes-Modells
oder eines der anderen Modelle liegen. Für diese Optionen ist die Ermittlung der impliziten Volatilität im Be-
reich der rationalen Zahlen nicht möglich.
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Das Black-Scholes-Modell erweist sich bei allen betrachteten statistischen Kennzahlen, mit
Ausnahme das maximalen relativen Fehlers, als das schlechteste Modell bezüglich der Pro-
gnosegüte. Die CAPM-basierten Optionsbewertungsmodelle sind deswegen hinsichtlich der
Prognosefehler dem Black-Scholes-Modell überlegen.
Die Modelle erweisen sich als sehr robust im Ausübungspreis, da das schrittweise Ausschlie-
ßen der Optionen mit extrem großen Ausübungspreisen (150 %, 140 %, 130 % und 120 %)
ebenso wie der Ausschluß aller Im-Geld-Optionen die Prognosegüte im Vergleich der einzel-
nen Modellvarianten untereinander hinsichtlich Erwartungswert und Varianz nur unwesent-
lich beeinflußt. Die eindeutige Rangordnung mit dem Black-Scholes-Modell als das Modell
mit der schlechtesten Prognosegüte und den CAPM1 und CAPM2 als die Modelle mit der be-
sten Prognosegüte bleibt auch beim schrittweisen Ausschluß dieser Ausübungspreise erhalten,
so daß die Überlegenheit der CAPM-basierten Optionsbewertung allgemein gilt und nicht auf
bestimmte Intervalle des Ausübungspreises beschränkt ist.
Wert BS CAPM1 CAPM2 CAPM3
E(∆) für alle S -19,02% -11,87% -8,53% -17,13%
Sd(∆) für alle S 26,13% 21,58% 22,35% 24,52%
E(∆) für S < 150 % -18,33% -11,78% -8,78% -16,57%
Sd(∆) für S < 150 % 25,78% 21,06% 21,31% 24,20%
E(∆) für S < 140 % -16,90% -11,02% -8,46% -15,29%
Sd(∆) für S < 140 % 24,80% 20,41% 20,43% 23,31%
E(∆) für S < 130 % -13,53% -9,02% -7,26% -12,24%
Sd(∆) für S < 130 % 22,52% 18,93% 18,43% 21,23%
E(∆) für S < 120 % -9,63% -6,69% -5,54% -8,77%
Sd(∆) für S < 120 % 19,87% 17,07% 16,76% 18,81%
E(∆) für S > 100 % -27,24% -16,26% -11,37% -24,25%
Sd(∆) für S > 100 % 25,86% 23,47% 25,26% 24,90%
Abbildung 6-8: Einfluß des Ausschlusses einiger Ausübungspreise auf die Prognosegüte
6.5.2 Lineare Regression
Zunächst wird die Abhängigkeit des Prognosefehlers vom relativen Ausübungspreis analy-
siert. Idealerweise sollten dabei keine Abhängigkeiten zu beobachten sein, da der Prognose-
fehler rein zufällig auftreten sollte. Deswegen ist dasjenige Optionsbewertungsmodell zu prä-
ferieren, dessen Korrelationskoeffizient bzw. dessen Steigung und Absolutwert der Regressi-
onsgeraden am nächsten am Wert Null liegen. Nachfolgende Abbildungen zeigen den Plot der
relativen Abweichungen der Optionspreise gegen die relativen Ausübungspreise.
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Relativer Prognose-Fehler in Abhängigkeit vom relativen Ausübungspreis
Abbildung 6-9: Relativer Prognosefehler der getesteten Modellversionen in Abhängigkeit vom Ausübungspreis
Die Regressionsanalyse der 4 Modelle führte zu folgenden Ergebnissen:253
Wert BS CAPM1 CAPM2 CAPM3
Korrelation -72,2% -45,8% -24,3% -67,5%
R-Quadrat 52,1% 20,9% 5,9% 45,5%
Geradensteigung m -1,067 -0,559 -0,307 -0,936
Geradenabsolutwert c -0,083 -0,063 -0,054 -0,077
Signifikanz für m≠0 >99,9% >99,9% >99,9% >99,9%
Abbildung 6-10: Kennzahlen der Regressionsanalyse
Die Regressionsanalyse zeigt, daß aufgrund des geringeren Erklärungsgehalts des Aus-
übungspreises für den Prognosefehler sämtliche CAPM-basierten Modellversionen besser zur
Optionsbewertung geeignet sind als das Black-Scholes-Modell, wobei das CAPM2 am besten
abschneidet und das CAPM3 nur geringfügig besser als das Black-Scholes-Modell ist. Trotz-
dem ist bei keinem der getesteten Modelle die Steigung der Regressionsgeraden Null, weswe-
gen der Ausübungspreis der Option bei allen Modellen immer noch einen Erklärungsgehalt
für den Optionspreis besitzt.
                                                
253 Die Ergebnisse der Regressionsanalyse sind im Anhang ausführlich dargestellt.
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6.5.3 Mittelwertvergleich
Um den Mittelwertvergleich der Meßfehler der einzelnen Modellversionen durchführen zu
können, muß der Meßfehler zuerst auf Normalverteilung getestet werden.
Die Histogramme der Prognosefehler zeigen, daß lediglich das CAPM2 entfernt einer Nor-
malverteilung ähneln könnte, während die Verteilungen der Prognosefehler der anderen Mo-
delle mit Sicherheit keine Normalverteilungen darstellen. Dies wird auch durch den Kolmo-
gorov-Smirnov-Test bestätigt, der das Vorliegen einer Normalverteilung der Meßfehler bei
allen vier Modellen mit einer Irrtumswahrscheinlichkeit kleiner als 0,1 % ausschließt.254
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Histogramm der relativen Prognosefehler
Abbildung 6-11: Histogramme der Prognosefehler der einzelnen Modelle
Da die Normalverteilungsannahme nicht erfüllt ist, darf der t-Test nicht angewendet werden.
Deswegen wird ein nicht-parametrischer Test, der Wilcoxon-Test255, verwandt, um zu ermit-
teln, ob sich die Prognosefehler des Black-Scholes-Modells von den CAPM-basierten Mo-
dellen in ihrem Mittelwert signifikant unterscheiden. Der Test ergibt folgende Resultate:256
                                                
254 Die Ergebnisse des Tests sind im Anhang dargestellt.
255 Der Wilcoxon-Test ist der Standardtest zum Mittelwertvergleich zweier gepaarter nicht-normalverteilter Zu-
fallsgrößen.
256 Die Ergebnisse des Tests sind im Anhang dargestellt.
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Wert BS-CAPM1 BS-CAPM2 BS-CAPM3
Z-Wert -18,512 -18,681 -18,293
Signifikanz >0,999 >0,999 >0,999
Abbildung 6-12: Ergebnisse des Wilcoxon-Tests für den Prognosefehler
Der Wilcoxon-Test bestätigt, daß mit einer Irrtumswahrscheinlichkeit kleiner als 0,1 % die
Mittelwerte der beobachteten Prognosefehler aller CAPM-basierten Optionspreismodelle ver-
schieden vom Mittelwert des Prognosefehlers des Black-Scholes-Modells sind. Für die Beträ-
ge der relativen Fehler liefert der Wilcoxon-Test ähnliche Resultate:257
Wert BS-CAPM1 BS-CAPM2 BS-CAPM3
Z-Wert -20,389 -18,037 -22,731
Signifikanz >0,999 >0,999 >0,999
Abbildung 6-13: Ergebnisse des Wilcoxon-Tests für den Betrag des Prognosefehlers
Der Wilcoxon-Test bestätigt, daß die bessere Prognosegüte der CAPM-basierten Optionsbe-
wertungsmodelle mit sehr großer Wahrscheinlichkeit (>99,9 %) kein zufälliges Ergebnis der
beobachteten Stichprobe ist, sondern daß die CAPM-basierte Optionsbewertung geringere
Prognosefehler als die Verwendung der Black-Scholes-Formel erwarten läßt und somit besser
zur Beschreibung der Realität geeignet ist.
6.5.4 Auswertung nach Laufzeiten
Die Auswertung nach den einzelnen Optionslaufzeiten bestätigt das Ergebnis der Untersu-
chung aller Optionen, daß das Black-Scholes-Modell der CAPM-basierten Optionsbewertung
unterlegen ist. Das beste Modell für kürzere Laufzeiten ist das CAPM2, dicht gefolgt vom
CAPM1. Für die Laufzeiten ab September 1999 und länger stellt aber in den einzelnen Lauf-
zeitbändern das CAPM1 (E(rDAX) =15,60 %) mit Prognosefehlern nahe Null anstelle des
CAPM2 (E(rDAX) =18,49 %) das beste Prognosemodell dar. Dies kann dahingehend interpre-
tiert werden, daß die Teilnehmer am Optionsmarkt für die nahe Zukunft (ein halbes Jahr) ein
stärkeres Wachstum für den DAX erwarten als für längere Zeithorizonte (ein Jahr und länger).
                                                
257 Die Ergebnisse des Tests sind im Anhang dargestellt.
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Laufzeit Wert BS CAPM1 CAPM2 CAPM3
Nov 98 E(Fehler) -12,64% -8,30% -6,93% -11,32%
Sd(Fehler) 25,03% 27,75% 25,49% 26,75%
Dez 98 E(Fehler) -23,55% -15,94% -13,07% -21,44%
Sd(Fehler) 29,95% 26,45% 27,05% 28,43%
Jan 99 E(Fehler) -16,63% -13,40% -12,38% -15,66%
Sd(Fehler) 23,47% 21,76% 21,58% 22,77%
Feb 99 E(Fehler) -13,13% -10,43% -8,70% -11,92%
Sd(Fehler) 21,04% 19,66% 19,42% 20,42%
Mrz 99 E(Fehler) -22,85% -15,48% -12,57% -20,85%
Sd(Fehler) 27,03% 20,50% 18,23% 25,16%
Jun 99 E(Fehler) -18,18% -7,66% -2,39% -15,58%
Sd(Fehler) 22,06% 12,72% 10,99% 19,61%
Sep 99 E(Fehler) -5,11% 0,17% 3,34% -3,96%
Sd(Fehler) 10,92% 5,72% 10,45% 8,32%
Dez 99 E(Fehler) -16,09% -0,19% 13,40% -12,87%
Sd(Fehler) 18,98% 12,24% 30,26% 15,93%
Jun 00 E(Fehler) -5,56% 1,34% 7,11% -4,21%
Sd(Fehler) 9,43% 6,68% 17,60% 6,41%
Abbildung 6-14: Auswertung der relativen Prognosefehler nach Laufzeiten
6.5.5 Kontrollvariablen
Im Rahmen der empirischen Auswertung wurde zusätzlich untersucht, ob auch andere Ein-
flußgrößen einen signifikanten Erklärungsgehalt für die Prognosefehler besitzen, wobei insbe-
sondere die Frage überprüft wurde, ob das schlechte Abschneiden des Black-Scholes-Modells
möglicherweise auch durch eine geringe Liquidität verursacht sein könnte.
6.5.5.1 Umsatz
Motivation der Untersuchung des Einflusses auf den Prognosefehler war die Überlegung, daß
bei niedrigen Umsätzen aufgrund temporärer Marktilliquiditäten die Wahrscheinlichkeit grö-
ßer ist, daß Abschlüsse getätigt werden, die nicht den „fairen“ Preis darstellen, z.B. wenn ein
Stop-Loss greift. Bei niedrigen Umsätzen sollten deswegen größere Prognosefehler auftreten,
so daß eine negative Korrelation erwartet werden kann. Untersucht wurde die Korrelation mit
den Stück-Umsatz (Kontrakte) und dem monetär bewerteten Umsatz (Kontrakte mal Preis).
Die festgestellte Korrelationen258 waren bei beiden Umsatzmaßen mit -7 % bis -10 % bzw.
                                                
258 Die ermittelten Korrelationen sind im Anhang dargestellt.
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10 % bis 18 % sehr niedrig, so daß geschlußfolgert werden kann, daß das Handelsvolumen
nur einen vernachlässigbar geringen Einfluß auf die Prognosegüte besitzt und nicht als Erklä-
rung für das schlechte Prognoseergebnis des Black-Scholes-Modells in Frage kommt.
6.5.5.2 Open Interest
Der Open Interest, die Anzahl offener Kontrakte, stellt ein Indiz dafür dar, wie gefragt der je-
weilige Ausübungspreis ist. Seltenere Ausübungspreise (z.B. 50er) könnten aufgrund man-
gelnder Marktliquidität größere Prognosefehler aufweisen als gängige (z.B. gerade 100er), so
daß eine negative Korrelation vermutet werden kann. Dies bestätigt die Untersuchung im
Vorzeichen; insgesamt ist die Korrelation jedoch bei den Modellversionen mit Werten von
–17 % bis –25 % niedrig und unterscheidet sich in ihrem Niveau innerhalb der einzelnen Mo-
dellversionen nur wenig, so daß die Anzahl offener Kontrakte nur einen geringen Erklärungs-
gehalt für den Prognosefehler besitzt.259
Weiterhin wurde der Einfluß der Veränderung des Open Interest auf den Prognosefehler un-
tersucht.260 Ausgangspunkt war dabei die Überlegung, daß vor allem Banken aufgrund ihrer
Größenvorteile als Stillhalter der Call-Option auftreten. Unterstellt man, daß die Banken als
Stillhalter mehr Marktmacht besitzen als die Käufer der Option, so sollte der Optionspreis bei
einer positiven Open Interest-Veränderung über und bei einer negativen unter dem Modell-
preis liegen, so daß eine positive Korrelation zwischen der Veränderung des Open Interest
und dem Prognosefehler vermutet werden kann. Die empirische Untersuchung hat jedoch er-
geben, daß die Korrelationen mit Werten von –0,9 % bis –2,9 % nicht nur ein Vorzeichen
aufweisen, was den vorangegangenen Vermutungen widerspricht, sie ist auch noch so gering,
daß ein signifikanter Einfluß auf den Prognosefehler aus statistischer Sicht abgelehnt werden
muß.
Erst die Einführung einer Null-Eins-Variablen, die auf Eins gesetzt wird, wenn der gesamte
Umsatz eine Emission, einen Rückkauf bzw. keine Veränderung des Open Interest darstellt
und sonst Null beträgt, führt zu dem Ergebnis, daß das Ereignis „Neuemission“ positiv mit
dem Prognosefehler korreliert ist, während das Ereignis „Rückkauf“ eine negative Korrelation
aufweist. Sämtliche Korrelationen liegen aber im Bereich von Null, keine Korrelation weist
einen Betrag größer als 6 % auf. Das Ergebnis kann deswegen - wenn überhaupt - nur als In-
diz für die Vermutung genommen werden, daß die Stillhalter aufgrund ihrer Markmacht den
Preis zu ihren Gunsten beeinflussen können. Auch führt die Unterscheidung der Optionen
                                                
259 Die Ergebnisse sind im Anhang dargestellt.
260 Die Ergebnisse sind im Anhang dargestellt.
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nach den Kriterien Neuemission, Rückkauf und keine Veränderung des Open Interest (Null-
Emission) zur Beibehaltung der Überlegenheit der CAPM-basierten Optionsbewertung ge-
genüber das Black-Scholes-Modell hinsichtlich des Mittelwertes und der Standardabweichung
des Prognosefehlers wie nachfolgende Abbildung zeigt.
Kategorie Wert BS CAPM1 CAPM2 CAPM3
Emission E(Fehler) -13,98% -8,58% -6,65% -12,42%
Sd(Fehler) 29,07% 25,57% 24,05% 28,16%
Rückkauf E(Fehler) -35,25% -30,35% -28,57% -33,90%
Sd(Fehler) 43,76% 32,84% 29,43% 40,40%
Nullemission E(Fehler) -16,73% -9,17% -5,50% -14,86%
Sd(Fehler) 25,89% 21,02% 22,82% 23,80%
Abbildung 6-15: Relativer Prognosefehler bei Klassifizierung in Emission, Rückkauf und Nullemission
6.5.5.3 Berücksichtigung des Inneren Wertes
Der Preis einer Option kann gedanklich in den Inneren Wert261 und den Zeitwert262 aufge-
spaltet werden. Da der Innere Wert leicht zu bestimmen ist, bestehen Unsicherheiten bei der
Optionsbewertung nur hinsichtlich des Zeitwertes. Wenn nun Optionen weit im Geld sind,
wird ihr Wert stark vom inneren Wert dominiert, während der Zeitwert nur einen relativ ge-
ringen Anteil am Optionspreis besitzt. Bei der statistischen Auswertung entsprechend der
Formel für den relativen Prognosefehler (6-23) können große Differenzen im Zeitwert der
Option zu geringen Unterschieden in den relativen Optionspreise führen. Um den Im-Geld-
Optionen ein höheres Gewicht beizumessen, wurden aus den ermittelten Optionspreisen die
relativen Prognosefehler den Zeitwert ermittelt und statistisch ausgewertet. Der Zeitwert wur-
de entsprechend der allgemeinen Definition ermittelt als
( )0,SKmaxCZW 0 −−= (6-24)
Die statistische Auswertung der Zeitwerte aller Optionen hat ergeben, daß das Black-Scholes-
Modell und die CAPM-basierte Optionsbewertung vergleichbare Erwartungswerte für den
relativen Prognosefehler liefern. Dennoch ist das Black-Scholes-Modell der CAPM-basierten
Optionsbewertung deutlich unterlegen, da sie eine sehr hohe Standardabweichung des Pro-
gnosefehlers besitzt, die mehr als doppelt so groß ist wie beim CAPM1 und CAPM2. Das
Black-Scholes-Modell weist eine sehr hohe Spanne der Prognosefehler auf, die im Bereich
                                                
261 Allgemein kann der Innere Wert als derjenige Betrag definiert werden, den man bei sofortiger Ausübung er-
hält. Es sind aber auch abweichende Definitionen möglich.
262 Unter dem Zeitwert wird derjenige Teil des Optionspreises verstanden, der nicht durch den Inneren Wert er-
klärt wird. Bei Aus-dem-Geld-Optionen entspricht der Zeitwert dem Optionspreis.
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von –553 % bis +1.029 % lagen. Die Rangfolge der CAPM-basierten Modelle hinsichtlich ih-
rer Prognosegüte entspricht dem Ergebnis der Untersuchung der Optionspreise.
Wert BS CAPM1 CAPM2 CAPM3
Anzahl N 960 960 960 960
Erwartungswert -11,48 % -13,05 % -10,49 % -14,69 %
Standardabweichung 67,66 % 28,15 % 28,04 % 39,87 %
Kleinster Wert -552,79 % -192,30 % -177,90 % -289,05 %
Größter Wert 1.029,19 % 186,10 % 147,26 % 449,43 %
Abbildung 6-16: relativer Prognosefehler des Zeitwertes, alle Optionen
Beschränkt man die Untersuchung der Zeitwerte allein auf die Im-Geld-Optionen,263 wird die
Überlegenheit der CAPM-basierten Optionsbewertung besonders deutlich. Der Mittelwert des
Prognosefehlers ist mit 31 % deutlich schlechter als bei allen CAPM-basierten Modellen und
auch die große Standardabweichung weist mit einem Wert von 113 % auf eine deutlich gerin-
gere Prognosetauglichkeit des Black-Scholes-Modells hin.
Wert BS CAPM1 CAPM2 CAPM3
Anzahl N 260 260 260 260
Erwartungswert 30,96 % -4,39 % -8,10 % 11,04 %
Standardabweichung 112,55 % 36,37 % 34,35 % 57,46 %
Kleinster Wert -552,79 % -192,30 % -177,90 % -289,05 %
Größter Wert 1.029,19 % 186,10 % 147,26 % 449,43 %
Abbildung 6-17: relativer Prognosefehler des Zeitwertes, nur Im-Geld-Optionen
6.5.5.4 Fazit
Die untersuchten sonstigen Einflußgrößen besitzen keinen oder aber nur einen vernachlässig-
bar geringen Einfluß auf den Prognosefehler. Sie können deswegen nicht zur Erklärung für
die schlechten Prognoseergebnisse des Black-Scholes-Modells im Vergleich zu dem CAPM-
basierten Optionsbewertungsmodell herangezogen werden. Die Überlegenheit des im Rahmen
dieser Arbeit entwickelten Optionsbewertungsmodells beruht somit nicht auf einer geringen
Liquidität der gehandelten Optionen oder auf einer ungleich verteilten Marktmacht zwischen
Optionskäufern und Stillhaltern an der Eurex.
                                                
263 Da der Zeitwert der Aus-dem-Geld-Optionen mit dem Optionspreis identisch ist, gehen bei den Aus-dem-
Geld-Optionen bei der statistischen Auswertung der relativen Prognosefehler der Zeitwerte die gleichen
Werte in die Untersuchung ein wie bei der Auswertung der relativen Prognosefehler der Optionspreise.
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6.5.6 Resümee der empirischen Untersuchung
Alle drei CAPM-basierten Optionsbewertungsmodelle sind dem Black-Scholes-Modell signi-
fikant überlegen. Das bedeutet, daß der Verteilungsparameter µ, der im Black-Scholes-Modell
keinen Einfluß auf den Optionspreis besitzt, eine entscheidende Determinante für die Preise
der an der Eurex gehandelten DAX-Calls darstellt und bei der Optionsbewertung unbedingt
mit berücksichtigt werden muß. Dieses Resultat kann auch auf Aktienoptionen übertragen
werden, da die Annahmen des Black-Scholes-Modells bei einzelnen Aktien noch stärker ver-
letzt werden, als dies beim DAX der Fall ist.
Die Ergebnisse für die einzelnen CAPM-basierten Modelle weisen deutlich abweichende
Werte für den Prognosefehler auf. Da sich die getesteten Modelle untereinander aber nur hin-
sichtlich des Erwartungswertes des DAX-Wachstums unterscheiden (15,6 %, 18,49 % und
7,51 %), besitzt der zugrunde gelegte Erwartungswert einen entscheidenden Einfluß auf die
Prognosegüte.
Es lassen sich deswegen auch unrealistisch große Erwartungswerte E(r) finden (z.B. 50 %),
bei denen die CAPM-basierten Optionspreismodelle in der empirischen Untersuchung dem
Black-Scholes-Modell unterlegen sein müssen. Das CAPM-basierte Optionsbewertungsmo-
dell kann deswegen auch dazu genutzt werden, die Prognosegüte über den Erwartungswert
des DAX-Wachstums zu optimieren. Der Erwartungswert mit dem minimalen Prognosefehler
kann dann als impliziter Erwartungswert für das DAX-Wachstum interpretiert und für Pro-
gnosezwecke analog zur bisherigen Anwendung der impliziten Volatilität genutzt werden.
Die in der Untersuchung vorgefundene starke negative Korrelation der Prognosefehler des
Black-Scholes-Modells mit dem Ausübungspreis bedeutet, daß der Marktpreis der Aus-dem-
Geld-Optionen unter dem Preis des Black-Scholes-Modells unter Verwendung der impliziten
Volatilität der Am-Geld-Option liegt, während der Marktpreis der Im-Geld-Optionen größer
als der Preis des Black-Scholes-Modells Modells unter Verwendung der impliziten Volatilität
der Am-Geld-Option ist. Die beobachtete implizite Volatilität der Optionen ist deswegen mo-
noton fallend im gesamten Ausübungspreis. Die in Abbildung 4-7 im Kapitel 4.3.4 für den
17.02.1998 dargestellte Gestalt der impliziten Volatilität ist deswegen nicht typisch für den
untersuchten Zeitraum. Das in der Untersuchung vorgefundene Volatility Smile weist folgen-
de idealisierte Gestalt auf:
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Idealisierte implizite Black-Scholes-Volatilität
K S
σ
σΚ
0
Abbildung 6-18: Empirisch vorgefundenes Volatility Smile, idealisiert dargestellt
6.6 Abgrenzung zum Jarrow-Madan-Modell
Als Vorbemerkung muß gesagt werden, daß Jarrow/Madan264 mit ihrem Modell nicht das Ziel
verfolgten, Optionen zu bewerten. Es war vielmehr als theoretische Kritik am stetigen CAPM
gedacht, so daß das von ihnen entwickelte Optionsbewertungsmodell eher ein „Abfallpro-
dukt“ darstellt. Ihre Kritik beruht vor allem darauf, daß in ihrem Modell Optionen, die weit
aus dem Geld sind („Ausübungspreise von 140 % oder 2fache Standardabweichung“265), im
CAPM negative Preise besitzen würden. Da die Optionsauszahlungen nicht negativ sein kön-
nen, verletzt das stetige CAPM entweder die Bedingung der Arbitragefreiheit oder es dürfen
keine Optionen gehandelt werden.
Die Optionspreisformel wird unter folgenden Annahme entwickelt:
1. Die Wirtschaftssubjekte in der betrachteten Ökonomie besitzen Nutzenfunktionen der
Gestalt ( ) ( ) ( )( )ZVar,ZEUZU = , wobei Z die zukünftige Rückzahlung des Underly-
ings ist. Es wird gefordert, daß die Ableitung nach dem Erwartungswert positiv und
die nach der Varianz negativ ist.
                                                
264 Jarrow/Madan (1997)
265 Jarrow/Madan (1997, S. 23)
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2. Die Wirtschaftssubjekte sind Nutzenmaximierer unter Einhaltung der Budgetrestrikti-
on in der gesamten Ökonomie.
3. Die Wertpapiere in der Ökonomie unterliegen einer Brownschen Bewegung.
Unter diesen Modellannahmen kann der gleichgewichtige Preis einer jeden Option im stetigen
CAPM ermittelt werden als Funktion der Größen µ, s, K0, S, r und t, die auch die Inputgrößen
des im Rahmen dieser Arbeit entwickelten Modells darstellen. Die Optionsbewertungsformel
nach Jarrow/Madan lautet unter der zusätzlichen Annahme, daß die Optionslaufzeit dem Pla-
nungshorizont des CAPM entspricht:266
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Neben der bereits erwähnten Kritik durch das möglich Auftreten negativer Optionspreise für
Weit-aus-dem-Geld-Optionen ließ sich diese Optionsbewertungsformel auch empirisch nicht
bestätigen. Jarrow-Madan untersuchten die Optionen auf den S&P 500 im Zeitraum von Ja-
nuar 1992 bis September 1994. In die Untersuchung gingen insgesamt 8.245 Beobachtungen
ein. Das Problem, daß die benötigten Modellparameter, insbesondere µ und s am Markt nicht
direkt ablesbar waren, wurde gelöst, indem mittels einer Kleinsten-Quadrate-Schätzung dieje-
nigen Parameter ermittelt worden, die die Optionspreise am besten erklären können. Das
CAPM erwies sich in dieser Untersuchung mit einem durchschnittlichen Fehler von 4,5 %
dem Black-Scholes-Modell mit einem durchschnittlichen Fehler von 3,74 % als unterlegen.
Die Methodik der empirischen Untersuchung ist aber aus zwei Gründen durchaus kritisch zu
beurteilen. Erstens ändern sich in so einem langem Zeitraum die Einschätzungen der Markt-
teilnehmer über die zukünftigen Parameter µ und s. Da das Black-Scholes-Modell ohne den
Parameter µ auskommt, müssen die Fehler aus der Nichtberücksichtigung der Parameterände-
                                                
266Es wurde die in dieser Arbeit verwendete Notationsweise gewählt. Die Formel im Jarrow-Madan-Artikel be-
wertet die Option in Abhängigkeit von der geplanten Haltedauer der Option. Um die Vergleichbarkeit mit der
im Rahmen dieser Arbeit entwickelten Formel zu gewährleisten, wurde die Jarrow-Madan-Formel für den
Spezialfall wiedergegeben, daß der Anlagehorizont exakt der Optionslaufzeit entspricht, was zusätzlich einige
Vereinfachungen der Formelstruktur ermöglicht.
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rung geringer sein als in einem Modell mit zusätzlichen sich ändernden Parametern. Außer-
dem wird das Untersuchungsergebnis durch den Ausschluß bestimmter Ausübungspreise ver-
fälscht. Der Ausschluß erfolgte dabei ohne inhaltliche Begründung, warum das Modell in die-
sem Bereich nicht funktionieren soll, z.B. durch besonders starke Verletzung der Modellan-
nahmen in diesem Bereich. Die hohen Ausübungspreise wurden allein deswegen ausgeschlos-
sen, weil das Ergebnis des Modells unsinnig sein könnte.
Obwohl das von Jarrow/Madan entwickelte Optionspreismodell auf ähnlichen Modellannah-
men wie das in dieser Arbeit entwickelte Optionspreismodell beruht und sich beide auch hin-
sichtlich der Struktur der Optionsbewertungsformel ähneln, existieren dennoch bedeutende
Unterschiede sowohl in der Formel als auch im Modellkonzept selbst. Der Hauptunterschied
besteht darin, daß bei Jarrow-Madan die Abhängigkeit der Korrelation der Optionsauszahlun-
gen mit dem Marktportfolio vom Ausübungspreis nicht berücksichtigt wird. Da der Nutzen,
den das Wirtschaftssubjekt aus der Option erzielt, von der Korrelation der Option mit dem
Marktportfolio abhängt, wird der Nutzen somit falsch ermittelt. Dies kann erklären, daß die
Optionspreise im Jarrow-Madan-Modell mit großen Ausübungspreisen negativ werden. In
dem in dieser Arbeit entwickelten Modell hingegen führen auch große Ausübungspreise nicht
zu negativen Optionspreisen.267 Der größte empirisch beobachtete Ausübungspreis lag bei
171 % des Underlyings bzw. beim 2,3fachen der Standardabweichung der Am-Geld-Option.
Selbst Ausübungspreise von 300 % und mehr führen in dem in dieser Arbeit entwickelten
Modell nicht zu negativen Optionspreisen268 – der Optionspreis konvergiert sinnvollerweise
mit steigendem Ausübungspreis gegen Null.
Das Resultat der im Rahmen dieser Arbeit entwickelten Optionspreisformel - durch die zu-
sätzliche Einbeziehung des Verteilungsparameters µ - die am Optionsmarkt vorherrschende
Bewertungsfunktion besser beschreiben zu können als es das Black-Scholes-Modell vermag,
blieb aber Jarrow-Madan verwehrt. Obwohl der Parameter µ in ihrem Modell eine Input-
Variable darstellt, ist ihr tatsächlicher Einfluß auf den Optionspreis so gering, daß sich das
Jarrow-Madan-Modell in dieser Hinsicht kaum vom Black-Scholes-Modell ohne Einfluß un-
terscheidet. Wie gering der Einfluß des Parameters µ auf den Optionspreis tatsächlich ist,
                                                
267 Dennoch können negative Optionspreise nicht hundertprozentig ausgeschlossen werden. Sie sind theoretisch
zumindest möglich, wenn das Marktportfolio selbst eine extrem hohe Risikoprämie beinhaltet. Wenn in einer
solchen Konstellation negative Optionspreise auftreten sollten, ist abzuwägen, ob das Optionspreismodell ver-
sagt oder die im Modell unterstellten Parameter unrealistisch sind.
268 Solch extrem hohen Ausübungspreise bergen aber Rundungsprobleme bei der technischen Umsetzung der
mathematischen Berechnung des Optionspreises. Die Standardnormalverteilung wird in Computerprogram-
men wie z.B. Microsoft Excel mittels der Taylorreihenapproximation ermittelt. Dieses Verfahren ist sehr ge-
nau für Argumente um den Wert Null. Für Argumente kleiner als –5 werden hingegen erheblich mehr Iterati-
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wird in nachfolgender Graphik am Beispiel einer der Optionen aus der empirischen Untersu-
chung dieser Arbeit demonstriert, indem für Alternative Parameter µ unter Zuhilfenahme der
impliziten Volatilität269 der Am-Geld-Option der Ausübungspreis-Marktpreiszusammenhang
und die tatsächlichen Marktpreise dargestellt wurden.270
Jarrow-Madan-Modell: DAX-März´99-Call am 11.11.98
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Abbildung 6-19: Praktische Anwendung des Jarrow-Madan-Modell
In der Graphik wird deutlich, daß selbst so extreme Unterschiede in den Werten für µ die La-
ge der Preiskurve kaum verändern. Die Unterschiede sind so marginal, daß die vier Kurven
fast übereinander liegen. Auch ist der Trade-Off zwischen den Parametern µ und σ sehr ge-
ring und weist zusätzlich noch ein falsches Vorzeichen271 auf, da bei einem Ansteigen von µ
auch der Parameter σ steigen muß, um den gleichen Optionspreis zu erhalten, wie nachfol-
gende Isopreislinie für die Beispieloption verdeutlicht.
                                                                                                                                                        
onsschritte benötigt, so daß Summe der Fehler der einzelnen Iterationsschritte bei Optionspreisen im Million-
stel-Cent-Bereich nicht mehr vernachlässigbar gering ist.
269 Die ermittelten impliziten Volatilitäten lagen in Abhängigkeit von der Wahl des Parameters µ im Bereich von
31,45 % bis 32,93 %.
270 Vergleiche auch die im Anhang wiedergegebene Abbildung der Anwendung des im Rahmen dieser Arbeit
entwickelten Optionspreismodells auf die Call-Optionen am 11.11.1998.
271 Beide Verteilungsparameter wirken positiv auf den Erwartungswert der Optionsauszahlung. Um den Options-
preis konstant zu halten, müßten steigende µ mit sinkenden σ einhergehen, was im Jarrow-Madan-Modell
aber nicht der Fall ist, da der Optionskäufer ist bei einem steigenden Parameter µ nur bereit ist, den gleichen
Optionspreis zu bezahlen, wenn zusätzlich auch noch σ steigt.
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Jarrow-Madan-Modell
Iso-Preislinie für den DAX-März´99-Call 4.700 am 11.11.98
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Abbildung 6-20: Iso-Preiskurve im Jarrow-Madan-Modell
Zusammenfassend kann gesagt werden, daß das Jarrow-Madan-Modell wegen des geringen
Einflusses des Parameters µ zur Optionsbewertung ungeeignet ist und deswegen keine echte
Alternative sowohl zum Black-Scholes-Modell als auch zu dem in dieser Arbeit entwickelten
CAPM-basierten Optionspreismodell darstellen kann.
6.7 Kritik an der CAPM-basierten Optionsbewertung
Die Kritik an der CAPM-basierten Optionsbewertung beruht auf den zum Teil doch sehr re-
striktiven Modellannahmen. Da das Modell sowohl Elemente des Black-Scholes-Modells als
auch des CAPM beinhaltet, treffen die Kritikpunkte dieser beiden Modelle auch auf die
CAPM-basierte Optionsbewertung zu.
6.7.1 Logarithmische Normalverteilung
Ex ante läßt sich ein zufälliger Wachstumsprozeß und somit die Kursentwicklung von Aktien
am besten mit der logarithmischen Normalverteilung beschreiben. Im sehr kurzen Laufzeitbe-
reich eignen sich jedoch ARCH-Prozesse besser zur Beschreibung der Kursentwicklungen an
den Börsen als die reine logarithmische Normalverteilung. Deswegen ist für die Bewertung
von Optionen mit sehr kurzer Laufzeiten die Erweiterung des Modells auf diese Prozesse
(analog zu den ARCH-Modellen als Weiterentwicklung des Black-Scholes-Modells) erfor-
derlich. Für längere Laufzeiten konvergieren die ARCH-Modelle gegen die logarithmische
Normalverteilung, so daß die ARCH-Verteilungen für Laufzeiten ab einem Monat für die
Optionsbewertung keine Rolle mehr spielen und die logarithmische Normalverteilung unter-
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stellt werden kann. Dies wird auch durch die Ergebnisse der im Rahmen dieser Arbeit durch-
geführten Untersuchung bestätigt, da für die Optionen mit Laufzeiten länger als einem Monat
sehr gute Resultate erzielt wurden.
Ex post ist das Vorliegen einer logarithmischen Normalverteilung für die DAX-Renditen mit
statistischer Sicherheit auszuschließen.272 Für Monatsrenditen und längere Zeitintervalle ist
das Vorliegen der logarithmische Normalverteilung mit Wahrscheinlichkeiten von 30 % bis
zu mehr als 80 % für Jahresrenditen wahrscheinlich, aber nicht statistisch signifikant.273
Im sehr langfristigen Laufzeitenbereich vernachlässigt die logarithmische Normalverteilung
die von den Marktteilnehmern unterstellte Risikoreduktion durch die Streuung auf mehrere,
von den Wirtschaftssubjekten als nicht perfekt korreliert betrachtete Geschäftsjahre, so daß,
wie in Abbildung 5-2 gezeigt, extreme Kursentwicklungen überschätzt werden. Für die Be-
wertung von Eurex-Optionen kann dieser Effekt - wenn überhaupt - nur einen geringen Ein-
fluß besitzen, da an der Eurex keine Optionen mit so langen Laufzeiten gehandelt werden.
6.7.2 Konstanz und Kenntnis der Verteilungsparameter
Diese Modellannahme beinhaltet die Forderung nach homogenen Erwartungen der Marktteil-
nehmer. An den Börsen wird diese Modellannahme permanent verletzt. Deswegen können die
nutzensteigernden Strategien der Markteilnehmer beim Abweichen vom fairen Preis ausblei-
ben. Dies führt dazu, daß sich der faire Marktpreis der Option nicht zwingend einstellen muß,
so daß permanente Abweichungen auftreten können. Für die Anwendung des Modells zur
Optionsbewertung besitzt die Verletzung der Modellannahme nur untergeordnete Bedeutung,
da mit dem Modell der faire Preis einer Option auf Basis der eigenen Einschätzung der Ver-
teilungsparameter ermittelt werden kann, so daß mit dem Modell Kauf- und Verkaufsent-
scheidungen durch den Vergleich des Marktpreises mit dem theoretischen möglich sind.
                                                
272 Das bedeutet aber nicht, daß das Vorliegen der logarithmischen Normalverteilung ausgeschlossen werden
kann, da sehr wohl logarithmische Normalverteilungen vorliegen können, die sich innerhalb einzelner Zeitab-
schnitte (Endphase des Wirtschaftswunders, Ölpreisschock usw.) bezüglich der Verteilungsparameter µ und σ
unterscheiden.
273 Im Anhang ist der Test auf logarithmische Normalverteilung der einzelnen Periodenlängen wiedergegeben.
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6.7.3 Eindeutigkeit des Nutzens
Die Modellannahme, daß der Nutzen der Wirtschaftssubjekte eindeutig durch den Erwar-
tungswert und die Varianz des Endvermögens bestimmt ist, stellt eine sehr restriktive An-
nahme dar. Da die Verteilung des Underlyings und der Optionen keine lineare Klasse bilden,
ist das E(r)-Sd(r)-Kriterium nicht mit dem Erwartungsnutzen-Konzept vereinbar. Die resultie-
rende Verteilung des Endvermögens der Wirtschaftssubjekte wird aber in diesem Fall so
komplex, daß die Wirtschaftssubjekte gar nicht in der Lage sein können, ihren Erwartungs-
nutzen des Endvermögens - mit vertretbaren Aufwand - exakt zu ermitteln, so daß ihnen
mangels überzeugender Alternativen als einziger Ausweg die Orientierung an den Vertei-
lungsparametern Erwartungswert und Varianz übrig bleibt.
6.7.4 Marktportfolio
Das CAPM setzt die Kenntnis und die Möglichkeit der Bildung des Marktportfolios voraus.
Zusätzlich muß das Marktportfolio die Eigenschaft erfüllen, daß sämtliche nichtredundanten
Wertpapiere in ihm enthalten sein müssen bzw. daß neu hinzukommende Wertpapiere das
Marktportfolio nicht beeinflussen. Um die Optionsbewertung zu vereinfachen, wurde voraus-
gesetzt, daß der DAX das repräsentative Marktportfolio darstellt, und daß sämtliche Optionen
Bestandteil des Marktportfolios sind. In der Realität enthält der DAX natürlich keine Optio-
nen. Deswegen trifft die Leland-Kritik274 zu, daß durch Mischungen von Index und Index-
Calls ein Portfolio geschaffen werden kann, welches den Index dominiert. Der Index kann
deswegen nicht mehr das Marktportfolio im Sinne des CAPM sein, da mit Hilfe der Optionen
eine Outperformance möglich ist. Die Verwendung des DAX als Marktportfolio führt deswe-
gen zu Fehlern, deren Auswirkungen aber nicht schwerer wiegt als die in der gängigen Lite-
ratur unterstellte Annahme, daß der DAX das einzig richtige Marktportfolio darstellt, so daß
Auslandsinvestments, z.B. in Werte des Dow Jones nicht möglich sind.
In der praktischen Anwendung des Modells muß nun abgewogen werden, ob die aus dieser
Vereinfachung resultierenden Vorteile die Nachteile aus der gestiegenen Ungenauigkeit
überwiegen.
                                                
274 Leland (1999)
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6.7.5 Möglichkeit negativer Preise
Für Aktien ohne Nachschußpflicht und Optionen sind negative Preise undenkbar, sie sind
auch in der empirischen Untersuchung im Rahmen dieser Arbeit nicht aufgetreten. Das
CAPM schließt aber rein theoretisch negative Preise einzelner Wertpapiere nicht aus, da Pa-
rameterkonstellationen denkbar sind, bei denen in Gleichung (6-4) das Produkt aus Korrelati-
on, Standardabweichung der Auszahlung und Marktpreis des Risikos größer als die erwartete
Auszahlung ist.275 In der graphischen Darstellung im E(r)-Sd(r)-Diagramm ist dies der Fall,
wenn die Preisgerade eines Wertpapiers sehr flach und die Steigung der Geraden für die im
CAPM zulässigen Punkte im E(r)-Sd(r)-Diagramm sehr steil ist. Dann kann unter Umständen
der Schnittpunkt beider Geraden im 3. Quadranten liegen. Dieser theoretische Fall kann im
CAPM so interpretiert werden, daß die große Varianz der Auszahlung den Nutzen so stark
mindert, daß dies nicht durch den Erwartungswert allein kompensiert wird, so daß das Wert-
papier nur gekauft wird, wenn man zusätzlich durch eine sichere Zahlung, den negativen
Preis, für das Risiko entschädigt wird. Mit dem CAPM sind negative Preise konzeptionell her
vereinbar, da der Käufer immer noch das Risiko gemessen als Schwankung um den Erwar-
tungswert trägt. Daß damit sichere Gewinne erzielt werden und das Risiko des Wertpapiers
für den Käufer nur „gutes Risiko“ darstellt, spielt in der Modellwelt des CAPM keine Rolle.
Dieses Phänomen stellt aber keine Besonderheit der Anwendung auf Optionen dar, sondern
kann ebenfalls bei Aktien auftreten. Bei Optionen ist aber die Wahrscheinlichkeit des Auftre-
tens größer, da ihre Auszahlungen (insbesondere bei extrem hohen Ausübungspreisen), größe-
re Standardabweichungen aufweisen. Sollten bei der praktischen Anwendung des Modells
doch negative Optionspreise auftreten, so können diese Optionen dann nicht mehr mit dem
Modell bewertet werden. Dies würde dann aber dennoch kein K.O.-Kriterium für die CAPM-
basierte Optionsbewertung darstellen, sondern wäre lediglich ein Zeichen dafür, daß am
Markt eine Fehlbewertung des Marktpreises des Risikos vorliegt, die auf Dauer wieder abge-
baut werden sollte.
6.7.6 Empirische Überprüfbarkeit
Das CAPM-basierte Optionsbewertungsmodell besitzt genau wie das CAPM die Eigenschaft,
daß es empirisch nur sehr schwer zu testen ist. Dies ist darin begründet, daß die von den
Marktteilnehmern zur Bewertung zugrunde gelegten Parameter nicht öffentlich bekannt sind.
                                                
275 In der Grundgleichung des CAPM sind negative Renditen kleiner als 100 %  nicht sichtbar. Der Zusammen-
hang Rendite-Auszahlung bewirkt, daß der Preis in der Varianz als Quadrat steht. Bei der Ermittlung der
Standardabweichung wird der Preis vor die Wurzel gezogen, wobei nur eine Lösung +P berücksichtigt wird,
während die zweite Lösung -P vernachlässigt wird.
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Deswegen konnte in dieser Arbeit auch nur untersucht werden, ob die Optionsbewertung un-
ter Berücksichtigung der Risikoprämie hinsichtlich der Prognosefehler gegenüber der Opti-
onsbewertung unter der Annahme, daß die Risikoprämie Null ist, überlegen ist.
Für den Test wurden mit Hilfe der impliziten Volatilität und plausiblen Annahmen über den
Erwartungswert des Wachstums konkrete Modellparameter ausgewählt. Welche Parameter
die Teilnehmer am Optionsmarkt nun tatsächlich zugrunde gelegt haben, konnte im Rahmen
dieser Untersuchung nicht ermittelt werden, so daß die empirische Validierung nur auf dem
gewählten, indirekten Weg möglich war.
6.7.7 Möglichkeit der Nicht-Arbitragefreiheit
Das Modell liefert Optionspreise, die in der Black-Scholes-Modellwelt nicht arbitragefrei sein
können. Aufgrund der Verletzung der Annahmen des Black-Scholes-Modells stellt dies kein
Problem für die CAPM-basierte Optionsbewertung dar, da die Arbitragegelegenheit aufgrund
der Marktunvollkommenheiten im Normalfall nicht ausgenutzt werden kann, so daß der nicht-
arbitragefreie Optionspreis dauerhaft Bestand haben wird. Wenn jedoch der Arbitragegewinn
so groß wird, daß die tatsächliche Durchführung der Arbitrage lohnend ist, wird der theoreti-
sche Optionspreis des Modells von dem tatsächlichen abweichen. Für zukünftige Weiterent-
wicklungen des Modells sollte die Höhe des Arbitragegewinns eine Input-Größe für den Op-
tionspreis darstellen. Dies kann durch Vorgabe eines Definitionsbereichs als Nebenbedingung
erfolgen. Ebenfalls denkbar ist die Berücksichtigung des Arbitragegewinns direkt in Form ei-
ner Obergrenze für die zu erzielende Risikoprämie.
Da für die Put-Optionen gleiche Überlegungen angestellt werden können wie für das im
Rahmen dieser Arbeit entwickelte Optionspreismodell, führt die Anwendung der CAPM-
basierten Optionsbewertung sowohl für den Call als auch für den Put zu einer Verletzung der
Put-Call-Parität276. Da der zur Put-Call-Parität führende Arbitrageprozeß im Gegensatz zur
Delta-Hedging-Arbitrage leicht und mit geringen Aufwand durchzuführen ist, sind Rückwir-
kungen auf den Optionspreis und damit Abweichungen von dem mit der CAPM-basierten
Optionsbewertung prognostizierten theoretischen Optionspreis sehr wahrscheinlich.
                                                
276 Die Höhe des Arbitragegewinns hängt dabei von der Konstellation der Parameter µ, σ, t und S ab. Im Anhang
wird der Einfluß der Parameter auf die zu erzielende Arbitragerendite graphisch dargestellt.
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6.7.8 Akzeptanz des Modells
Die CAPM-basierte Optionsbewertung trägt das Stigma geringer Akzeptanz. Dies liegt zum
einen daran, daß es dem Black-Scholes-Modell in den fast 30 Jahren seiner Existenz gelungen
ist, sich fest an den Optionsmärkten zu etablieren, ohne daß die Anwender die Modellannah-
men und die Auswirkung ihrer Verletzung genau kennen. Der zweite Grund liegt in der weit
verbreiteten Ansicht, daß Arbitragemöglichkeiten nicht dauerhaft existieren können, da sie
sich sofort selbst vernichten würden. Dies führt zu dem Dilemma, daß es sich nicht lohnt, auf
vollkommenen Märkten nach Arbitragemöglichkeiten zu suchen, da es keine geben kann.
Wenn aber niemand gezielt nach Arbitragemöglichkeiten sucht, führt auch niemand die Arbi-
tragestrategie aus, so daß Arbitragegelegenheiten dann doch dauerhaft Bestand haben können.
Aus Sicht der Ökonomen muß der Grenzertrag der Arbitrage gleich den Grenzkosten sein.
Das bedeutet, daß der Aufwand der zusätzlichen Suche nach Arbitragegelegenheiten oder ih-
rer weiteren Umsetzung dem zusätzlichen Gewinn aus der Umsetzung der Arbitragestrategie
entsprechen muß. Die nicht-arbitragefreie Optionsbewertung leitet ihre Existenzberechtigung
letztendlich daraus ab, daß der Gewinn bei der Delta-Hedging-Arbitrage, wie im Rahmen die-
ser Arbeit gezeigt, sehr gering und somit nicht kostendeckend sein kann, so daß die Arbitra-
gemöglichkeit dauerhaft Bestand haben kann.
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7 Resümee
Die Bewertung von Wertpapieren mit Hilfe des Arbitragekonzeptes - angefangen von den
Modellen zustandsbedingter Wertpapiere über das ATP bis hin zum Black-Scholes-Modell
und seinen Weiterentwicklungen - besitzt eine sehr lange Tradition. Lediglich das CAPM
stellt unter den Kapitalmarktmodellen insofern eine Besonderheit dar, daß die danach bewer-
tet werden, welchen Nutzen die zukünftigen Zahlungsströme eines Wertpapiers im Vergleich
zu den anderen liefern. Analog zum CAPM gilt aber dabei, daß Wertpapiere mit gleichen
Nutzeneigenschaften, den gleichen Preis besitzen müssen. Das CAPM schränkt dabei die
möglichen Preise der Wertpapiere in Abhängigkeit von den Auszahlungsstrukturen im Markt-
gleichgewicht stärker ein, 277 als dies bei den Arbitrage-basierten Modellen der Fall ist, da bei
ihnen nur die Bedingung der Arbitragefreiheit nicht verletzt werden darf.
Die Arbitrage-basierten Modelle besitzen den modelltheoretischen Vorteil, daß bei vollkom-
menen Märkten die Nutzenfunktion der Marktteilnehmer vernachlässigt werden kann. Wenn
die Annahme vollkommener Kapitalmärkte verletzt ist, lassen sich aber selbst leicht zu er-
kennende, dauerhafte existierende Arbitragemöglichkeiten nicht ausschließen. Die Pferde-
wetten oder das Roulette sind für das Modell zustandsbedingter Wertpapiere das beste Bei-
spiele für nicht-arbitragefreie Märkte, die nur wegen der fehlenden Lehrverkaufsmöglichkeit
dauerhaft Bestand haben können.
An den Börsen ist die Annahme vollkommener Märkte verletzt. Dies liegt neben den Trans-
aktionskosten, Größenvorteilen und Marktzutrittsbeschränkungen vor allem an der Beschrän-
kung der Möglichkeit, Wertpapiere leerzuverkaufen. Die Verletzung dieser Modellannahme
im CAPM war Gegenstand zahlreicher Untersuchungen, die zeigten, daß sich das CAPM
ziemlich robust gegen die Verletzung dieser Modellannahme verhält und dies auch in empiri-
schen Untersuchungen bestätigt wird.
Die Auswirkungen unvollkommener Märkte auf die Arbitrage-basierten Modelle wurden hin-
gegen kaum analysiert. Dies kann damit erklärt werden, daß auf unvollkommenen Märkten
Arbitragegelegenheiten dauerhaft existieren können, wodurch Arbitrage-orientierte Modelle
ihre Existenzberechtigung verlieren. Dies steht aber im krassen Widerspruch zur weiten
Verbreitung des Black-Scholes-Modells als prominentesten Vertreter der Arbitrage-basierten
Modelle.
                                                
277 So muß z.B. im CAPM der Preis eines jeden mit dem Marktportfolio unkorrelierten Wertpapiers dem mit dem
sicheren Zinssatz diskontierten Erwartungswert der Auszahlung entsprechen, während in den Arbitrage-
basierten über die Preise dieser Wertpapiere keine Aussage getroffen werden kann.
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Um die Arbitrage-orientierten Modelle auf unvollkommenen Märkten trotzdem nutzen zu
können, kann ein Schwellwert eingeführt werden, ab dem dann die Arbitragemöglichkeit auch
auf diesen Märkten umgesetzt werden wird. Aus diesem Schwellwert kann dann ein Intervall
für arbitragefreie278 Wertpapierpreise ermittelt werden.
In dieser Arbeit wurde der Arbitrageprozeß, auf dem das Black-Scholes-Modell basiert, un-
tersucht. Für die praktische Durchführung der Arbitrage im Black-Scholes-Modell treten zwei
besonders schwerwiegende Probleme auf. Das erste liegt an der Art der Herleitung der Black-
Scholes-Formel als die einzige Optionsbewertungsformel, welche die Bedingung der Arbitra-
gefreiheit nicht verletzt. Um die Arbitrage aber tatsächlich durchführen zu können, muß die
nicht-arbitragefreie Optionsbewertungsformel und dabei vor allem ihre Ableitungen bekannt
sein, da andernfalls das Hedgeportfolio nicht risikolos gebildet werden kann. Die Ableitungen
der fehlbewerteten Optionen sind aber in der Regel unbekannt. Das zweite Problem der prak-
tischen Durchführbarkeit besteht in der fehlenden Kenntnis der zukünftigen Volatilität des
Underlyings.
Im Rahmen der Untersuchung wurde deutlich, daß im Fall der Fehlbewertung einer Option
der Arbitragegewinn nicht aus der Preisdifferenz zum theoretischen Optionspreis wie im Mo-
dell zustandsbedingter Wertpapiere, sondern allein aus den falschen Ableitungen der Option
resultiert. Dies kann dazu führen, daß trotz extrem großer Preisunterschiede nur relativ gerin-
ge Arbitragegewinne realisiert werden können. Für die Anwendung des Modells auf unvoll-
kommene Märkte bedeutet dies, daß das Intervall arbitragefreier Optionspreise selbst bei ge-
ringen Schwellwerten für die kostendeckende Durchführung der Arbitrage sehr groß werden
kann, so daß das Modell zur Bewertung von Optionen letztendlich ungeeignet ist. Dies wird
auch in der empirischen Überprüfung durch das Phänomen des Volatility Smile bestätigt.
Die Optionen stellen die einzige Wertpapierart dar, die sowohl mit einem Arbitrage-
orientierten Modell, dem Black-Scholes-Modell, als auch mit dem CAPM bewertet werden
können, wenn zusätzliche Annahmen an die Nutzenfunktion der Marktteilnehmer erfüllt sind.
Da das arbitragebasierte Modell sowohl aus modelltheoretischen Überlegungen als auch in
der empirischen Überprüfung zur Optionsbewertung nur bedingt geeignet ist, wurde im Rah-
men dieser Arbeit ein auf dem CAPM beruhendes Optionsbewertungsmodell entwickelt. Die-
ses Modell beinhaltet immer noch das Black-Scholes-Modell als Spezialfall, wenn zusätzlich
die Bedingung der Risikoneutralität der Marktteilnehmer erfüllt ist. Dies kann nicht verwun-
                                                
278 Die Bezeichnung arbitragefrei ist irreführend. Sie bedeutet, daß die Arbitragegelegenheit innerhalb des als ar-
bitragefrei bezeichneten Intervalls nicht ausgenutzt wird, so daß jeder Preis innerhalb des Intervalls einen
Gleichgewichtspreis darstellt.
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dern, da im Fall der Risikoneutralität das Hedgeportfolio des Black-Scholes-Modells auch auf
unvollkommenen Märkten gehalten wird, sobald der erwartete Ertrag über dem sicheren Zins-
satz liegt. Auf vollkommenen Märkten ist die Arbitrage des Black-Scholes-Modells dann
identisch mit der Nutzenarbitrage des CAPM unter Risikoneutralität.
Das CAPM-basierte Modell wurde in Form von drei Untermodellen, die sich lediglich im Er-
wartungswert für das DAX-Wachstum unterscheiden, zusammen mit dem Black-Scholes-
Modell empirisch an den Preisen der an der Eurex im vierten Quartal 1998 gehandelten Call-
Optionen auf den DAX überprüft. Dabei zeigten sich die Ergebnisse des CAPM-basierten
Modells in allen drei Varianten dem Arbitrage-orientierten Black-Scholes-Modell eindeutig
überlegen.
Das bedeutet, daß wegen der Verletzung der Annahmen des Black-Scholes-Modells die Käu-
fer der Optionen eine Risikoprämie fordern können, und das Optionspreismodell mit Berück-
sichtigung der Nutzenfunktion der Marktteilnehmer den Optionspreis besser erklären kann,
als es das Black-Scholes-Modell vermag.
Für die Optionsbewertung bedeutet dies, daß neben der Volatilität σ auch der Parameter µ der
Kursentwicklung des Underlyings einen entscheidenden Einfluß auf den Optionspreis besitzt.
Der hohe Marktpreis einer Call-Option kann deswegen sowohl die Folge von großem erwar-
teten Wachstum oder großer Volatilität sein. Im Black-Scholes-Modell spielt der Parameter µ
für den Optionspreis hingegen keine Rolle. Deswegen ist der Optionspreis eindeutig durch die
Volatilität determiniert. Wie weit das Black-Scholes-Modell von den Akteuren an den Märk-
ten ohne genaue Überprüfung der Auswirkungen der Verletzung seiner Modellannahmen als
allgemeingültig akzeptiert und angewandt wird, zeigt, daß an der Eurex mittlerweile sogar
Terminkontrakte auf die implizite Volatilität des Black-Scholes-Modells gehandelt werden -
wenn auch mit sehr geringen Umsätzen.
Ein nicht geplantes, aber trotzdem interessantes Nebenprodukt dieser Arbeit stellt die Mög-
lichkeit der Nutzung der CAPM-basierten Optionsbewertung zur Ermittlung des impliziten
Erwartungswertes der Wachstumsraten des Underlyings E(rK) aus den Marktpreisen der Call-
Optionen dar.
Die Chancen, daß sich das Modell der CAPM-basierten Optionsbewertung als echte Konkur-
renz zum Black-Scholes-Modell etablieren kann, werden vom Verfasser als nicht sehr hoch
eingeschätzt, da der weit verbreitete Glaube an die Wirksamkeit der Arbitrage und die Un-
fehlbarkeit Arbitrage-orientierter Modelle wenig Akzeptanz für dieses Modell erwarten läßt.
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8 Anhang 
8.1 Verteilungsparameter der logarithmischen Normalverteilung
8.1.1 Erwartungswert der ln-Normalverteilung
Der Erwartungswert wird als unbestimmtes Integral der mit der Dichtefunktion gewichteten
Realisationen der logarithmischen Normalverteilung ermittelt:
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Da der Integralausdruck das unbestimmte Integral der Dichte der N(µ+s2, s2)-Verteilung dar-
stellt, beträgt er Eins, so daß der Erwartungswert der logarithmischen Normalverteilung lau-
tet:
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8.1.2 Varianz der ln-Normalverteilung
Die Varianz wird als unbestimmtes Integral der mit der Dichtefunktion gewichteten quadrati-
schen Abweichungen vom Erwartungswert ermittelt:
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Auflösen des Quadratausdruckes führt zu:
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Das erste Integral wird in zwei Teilintegrale aufgespaltet und die Ausdrücke der Exponentia l-
funktion werden zusammengefaßt. Das zweite Integral entspricht dem unbestimmten Integral
Dichte der Normalverteilung N(µ, s2) und beträgt deswegen Eins:
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Die Integralausdrücke betragen deswegen Eins, da sie die unbestimmten Integrale der Nor-
malverteilungen N(µ+s2, s2) und N(µ, s2) darstellen, so daß die Varianz lautet:
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222 22x eee)e(Var s+mss+m -=
Die Varianz der logarithmischen Normalverteilung ergibt sich nun als:
( )1ee)e(Var 222x -= ss+m mit x~N(µ, s2)
8.2 Ableitungen der Black-Scholes-Formel
Die Black-Scholes-Formel lautet:
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Für die Ableitung der Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung gilt:
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8.2.2 Zweite Ableitung nach K0
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8.3 DAX-Renditen
Die stetigen Renditen des DAX wurden für den Zeitraum von 1964 bis 1998 auf logarithmi-
sche Normalverteilung getestet. Verwendet wurden die jeweiligen Schlußkurse des kommer-
ziellen Datenanbieters DATASTREAM.
Kolmogorov-Smirnov-Anpassungstest
Wochenrendite
1
Monatsrendite Quartalsrenditen Jahresrenditen
Anzahl der Beobachtungen 1774 409 137 34
Parameter der Normalverteilung
a,b
Mittelwert 1,365E-03 5,792E-03 1,689E-02 6,876E-02
Standardabweichung 2,303E-02 5,235E-02 9,817E-02 0,223
Extremste Differenzen Absolut 0,042 0,047 0,072 0,107
Positiv 0,032 0,027 0,63 0,107
Negativ -0,042 -0,047 -0,072 -0,079
Kolmogorov-Smirnov-Z 1,761 0,955 0,842 0,624
Asymptotische Signifikanz (2-seitig) 0,004 0,321 0,478 0,831
a
 Die zu testende Verteilung ist eine Normalverteilung
b Aus den Daten berechnet.
1
 Zeitraum von 1965 bis 1998
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8.4 Arbitragegewinn bei (5-15) für ausgewählte Parameter
Ertrag des Hedgeportfolios – sicherer Zins relative Abweichung vom Black-Scholes-Preis
α µ σ S=80 S=90 S=95 S=100 S=105 S=110 S=120 S=150 S=80 S=90 S=95 S=100 S=105 S=110 S=120 S=150
5% 1% 25% 1% 1% 1% 1% 1% 1% 1% 1% 2% 3% 4% 4% 5% 5% 6% 10%
10% 1% 25% -1% -1% 0% 0% 0% 0% 0% 0% -3% -2% -1% -1% 0% 0% 1% 4%
15% 1% 25% -3% -2% -2% -1% -1% -1% -1% 0% -8% -7% -6% -6% -5% -5% -4% -1%
20% 1% 25% -5% -4% -3% -3% -2% -2% -2% -1% -12% -11% -11% -10% -10% -9% -9% -6%
30% 1% 25% -9% -7% -6% -5% -4% -4% -3% -2% -20% -20% -19% -19% -18% -18% -17% -15%
5% 3% 25% 4% 4% 3% 3% 3% 3% 3% 3% 10% 12% 14% 15% 17% 18% 22% 32%
10% 3% 25% 2% 2% 2% 2% 2% 2% 2% 3% 4% 7% 8% 10% 11% 13% 16% 26%
15% 3% 25% 0% 0% 1% 1% 1% 1% 2% 2% -1% 2% 3% 4% 6% 7% 10% 20%
20% 3% 25% -3% -1% -1% 0% 0% 0% 1% 1% -6% -3% -2% -1% 1% 2% 5% 14%
30% 3% 25% -7% -4% -4% -3% -2% -2% -1% 0% -15% -13% -11% -10% -9% -8% -5% 3%
5% 5% 25% 7% 6% 6% 6% 6% 6% 6% 6% 17% 22% 24% 27% 30% 33% 39% 59%
10% 5% 25% 4% 5% 5% 5% 5% 5% 5% 5% 11% 16% 18% 21% 24% 26% 32% 51%
15% 5% 25% 2% 3% 3% 3% 4% 4% 4% 4% 6% 10% 13% 15% 18% 20% 26% 43%
20% 5% 25% 0% 1% 2% 2% 2% 3% 3% 4% 1% 5% 7% 9% 12% 14% 20% 36%
30% 5% 25% -4% -2% -1% -1% 0% 0% 1% 2% -9% -5% -3% -1% 1% 4% 8% 24%
5% 10% 25% 14% 13% 13% 13% 12% 12% 12% 11% 37% 48% 54% 60% 67% 74% 90% 145%
10% 10% 25% 12% 11% 11% 11% 11% 11% 11% 11% 31% 41% 46% 52% 59% 66% 81% 133%
15% 10% 25% 9% 9% 10% 10% 10% 10% 10% 10% 24% 34% 39% 45% 51% 58% 72% 122%
20% 10% 25% 7% 8% 8% 8% 8% 9% 9% 9% 18% 27% 32% 38% 44% 50% 64% 111%
30% 10% 25% 2% 4% 5% 5% 6% 6% 7% 8% 7% 15% 20% 25% 30% 36% 48% 91%
5% 15% 25% 22% 21% 20% 19% 19% 19% 18% 17% 59% 77% 87% 98% 110% 124% 154% 268%
20% 15% 25% 14% 14% 14% 15% 15% 15% 15% 15% 37% 52% 61% 71% 81% 93% 118% 216%
30% 15% 25% 9% 10% 11% 11% 12% 12% 13% 13% 24% 38% 46% 54% 64% 74% 97% 186%
50% 15% 25% -2% 2% 4% 5% 6% 7% 8% 11% 2% 13% 19% 26% 34% 43% 62% 134%
5% 1% 15% -2% -1% -1% -1% -1% -1% -1% -1% -5% -7% -8% -9% -9% -10% -12% -18%
10% 1% 15% -3% -2% -2% -2% -2% -2% -1% -1% -10% -11% -12% -13% -14% -15% -17% -22%
15% 1% 15% -14% -16% -16% -17% -18% -19% -21% -26% -5% -3% -3% -3% -2% -2% -2% -1%
20% 1% 15% -19% -20% -20% -21% -22% -23% -25% -29% -6% -4% -4% -3% -3% -3% -2% -2%
30% 1% 15% -9% -6% -5% -5% -4% -4% -3% -2% -26% -27% -28% -29% -29% -30% -32% -36%
5% 10% 15% 11% 10% 10% 9% 9% 9% 9% 9% 34% 51% 63% 77% 94% 113% 161% 388%
10% 10% 15% 9% 8% 8% 8% 8% 8% 8% 8% 28% 44% 55% 68% 84% 103% 149% 365%
15% 10% 15% 7% 7% 7% 7% 8% 8% 8% 8% 21% 37% 47% 60% 75% 93% 137% 342%
20% 10% 15% 5% 6% 6% 7% 7% 7% 7% 8% 15% 30% 40% 52% 67% 84% 125% 320%
30% 10% 15% 1% 3% 4% 5% 5% 6% 6% 7% 4% 18% 27% 38% 51% 66% 104% 280%
5% 1% 30% 3% 3% 3% 3% 3% 3% 3% 3% 6% 8% 9% 10% 11% 11% 13% 18%
10% 1% 30% 1% 1% 1% 1% 1% 1% 2% 2% 1% 3% 4% 4% 5% 6% 8% 12%
15% 1% 30% -2% -1% -1% 0% 0% 0% 0% 1% -4% -2% -2% -1% 0% 1% 2% 7%
20% 1% 30% -4% -3% -2% -2% -1% -1% -1% 0% -8% -7% -6% -6% -5% -4% -3% 2%
30% 1% 30% -9% -6% -5% -5% -4% -4% -3% -1% -17% -16% -15% -15% -14% -13% -12% -8%
5% 10% 30% 17% 16% 15% 15% 15% 14% 14% 13% 40% 49% 54% 59% 64% 69% 81% 120%
10% 10% 30% 14% 13% 13% 13% 13% 13% 13% 12% 33% 41% 46% 51% 56% 61% 72% 109%
15% 10% 30% 11% 11% 11% 11% 11% 11% 11% 11% 27% 35% 39% 44% 48% 53% 64% 99%
20% 10% 30% 9% 9% 9% 10% 10% 10% 10% 11% 20% 28% 32% 37% 41% 46% 56% 89%
30% 10% 30% 3% 5% 6% 6% 7% 7% 8% 9% 9% 16% 20% 24% 28% 32% 41% 71%
30% 15% 40% 15% 16% 16% 16% 17% 17% 17% 18% 28% 37% 41% 46% 50% 55% 65% 97%
40% 15% 40% 8% 10% 10% 11% 12% 12% 13% 15% 16% 24% 28% 32% 36% 40% 49% 78%
50% 15% 40% 0% 4% 5% 6% 7% 8% 9% 12% 5% 12% 16% 19% 23% 27% 35% 61%
60% 15% 40% -7% -3% -1% 1% 2% 3% 5% 9% -5% 1% 5% 8% 11% 15% 22% 46%
Es gilt für alle Optionen K0=100 und t=1. Wenn der Ertrag negativ ist, muß das Hedgeportfo-
lio leerverkauft werden.
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8.5 Ableitungen der Optionsbewertungsformel (5-15)
Die Formel (5-15) lautet:
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8.5.2 Zweite Ableitung nach K0
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8.5.3 Erste Ableitung nach t
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8.6 Verteilungsparameter der Optionsauszahlungen
8.6.1 Erwartungswert der Auszahlung einer Option
Die Auszahlungsfunktion einer Kauf-Option auf ein Underlying K mit dem Ausübungspreis S
und Ausübungszeitpunkt t lautet:
( )SK,0maxA t -=
Der Kurs des Underlyings zum Fälligkeitszeitpunkt t kann aufgrund der Annahme des loga-
rithmisch normalverteilten Wachstums des Underlyings ermittelt werden als:
x0t eKK ×= mit  x~ N(m,s2)
So daß gilt:
( )SeK,0maxA x0 -×=
Der Erwartungswert der Auszahlungen wird als unbestimmtes Integral der mit der Dichte-
funktion der Normalverteilung gewichteten Auszahlungen ermittelt:
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Der erste Integralausdruck besitzt den Wert Null und kann deswegen weggelassen werden.
Der Erwartungswert lautet nun:
( )
( ) ( )
òò
¥+
÷
ø
ö
ç
è
æ
s
m-
-¥+
÷
ø
ö
ç
è
æ
s
m-
-
ps
×-
ps
××=
0
2
2
0
2
2
K
S
ln
2
x
K
S
ln
2
x
x0 dxe
2
1
Sdxe
2
1
eKAE
( )
( ) ( )
òò
¥+
÷
ø
ö
ç
è
æ
s
m-
-¥+
÷
ø
ö
ç
è
æ
+
s
m-
-
ps
×-
ps
×=
0
2
2
0
2
2
K
S
ln
2
x
K
S
ln
x
2
x
0 dxe
2
1
Sdxe
2
1
KAE
( ) ( )( )
2
42
2
22
2
2
2
2
2
x
x
2
x
s
s+ms
+
s
s+m-
-=+
s
m-
-
( )
( )( ) ( )
òò
¥+
÷
ø
ö
ç
è
æ
s
m-
-¥+
÷
ø
ö
ç
è
æ
s
s+m-
-
s
+m
ps
×-
ps
×=
0
2
2
0
2
222
K
S
ln
2
x
K
S
ln
2
x
20 dxe
2
1
Sdxe
2
1
eKAE
Das erste Integral TI1E und das zweite Teilintegral TI2E stellen die Verteilungsfunktionen der
Normalverteilung N((m+s2)2, s2) bzw. N(m,s2) dar und können mittels Standardisierung ge-
schrieben werden als Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung:
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Aufgrund der Symmetrie der Standardnormalverteilung kann dies umgeformt werden zu:279
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Die Größen m und s in obiger Formel stellen die Parameter für die Gesamtlaufzeit t der Op-
tion dar. Normalerweise sind diese Größen aber auf eine Periodendauer von einem Jahr nor-
miert. Dabei gelten folgende Beziehungen:
tpat ×m=m
t2pa
2
t ×s=s
Unter Verwendung der auf ein Jahr normierten Parameter, die nun nicht mehr durch einen ge-
sonderten Index gekennzeichnet werden, lautet der Erwartungswert der Auszahlung der Op-
tion:
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8.6.2 Varianz der Auszahlung einer Option
Die Varianz der Auszahlungen wird als unbestimmtes Integral der mit der Dichtefunktion der
Normalverteilung gewichteten quadratischen Abweichungen der Auszahlungen vom Erwar-
tungswert ermittelt:
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Unter Verwendung der Auszahlungsfunktion der Call-Option lautet die Varianz:
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Für das erste Integral kann man sofort mittels Standardisierung der Integrationsgrenze die
Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung schreiben, so daß sich die Varianz ergibt
als:
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Das zweite Integral wird nun in drei Teilintegrale TI1..3Var aufgespaltet, deren Summe das
zweite Integral ergibt:
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· Lösung des ersten Teilintegrals TI1VAR
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Dies kann aufgrund der Symmetrie der Standardnormalverteilung umgeformt werden, so daß
die Lösung des ersten Teilintegrals lautet:
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· Lösung des zweiten Integrals TI2Var
Die Lösung des zweiten Integralausdrucks TI2Var erfolgt analog zur Ermittlung des ersten
Teilintegrals des Erwartungswertes TI1E und lautet:
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· Lösung des dritten Integrals TI3Var
Der Integralausdruck in TI3Var wird analog zum zweiten Integral des Erwartungswertes der
Optionsauszahlungen TI2E ermittelt als:
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Die Varianz der Auszahlung der Option ergibt sich nun als Summe aller Teilintegrale:
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Unter Verwendung der auf Jahreswerte normierten Parameter µ und s beträgt die Varianz:
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8.6.3 Korrelation der Auszahlung einer Option mit dem Underlying
Im Folgenden wird der Index C für die Option und der Index K für das Underlying verwen-
det. Der Korrelationskoeffizient zweier Zufallsgrößen ist definiert als:
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Die Kovarianz der Auszahlungen ist definiert als:
( ) ( )( ) ( )( ) ( ) dxxfAEAAEAA,ACOV KKCCXC ò
+¥
¥-
×-×-=
Dies kann aufgrund der Annahme der logarithmischen Normalverteilung unter Verwendung
der Auszahlungsfunktion geschrieben werden als:
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Das erste Teilintegral wird in 2 Teilintegrale TI1Ar und TI1Br aufgespaltet:
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Der Integralausdruck in TI1Ar wird analog zum Teilintegral TI2AE des Erwartungswertes der
Optionsauszahlungen gelöst als:
( )
( )
ï
ï
þ
ï
ï
ý
ü
ï
ï
î
ï
ï
í
ì
÷
÷
÷
÷
÷
ø
ö
ç
ç
ç
ç
ç
è
æ
s
s+m+÷÷
ø
ö
çç
è
æ
--=
s
+mr
2
0
20
CA1
S
K
ln
N1eKAETI
2
Der Integralausdruck in TI1Br wird analog zum Teilintegral TI2BE des Erwartungswertes der
Optionsauszahlung gelöst als:
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Das erste Teilintegral TI1r lautet nun:
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Nun wird das zweite Teilintegral TI2r ermittelt:
( )( )( )
( )
dxe
2
1
eeAESeKKTI
0
2
22
K
S
n
2
x
2x
C
x00
2 ò
¥+
s
m-
-s+mr
ps÷
÷
ø
ö
ç
ç
è
æ
-+-×+=
( )( )( ) ( ) ( )( ) 2C20Cxx202xCx0
222
eAESeKAESeeKeeAESeK
s+ms+ms+m
++÷
÷
ø
ö
ç
ç
è
æ
++-=÷
÷
ø
ö
ç
ç
è
æ
-+-
Das zweite Teilintegral TI2r wird in drei Teilintegrale TI2Ar .... TI2Cr aufgespaltet:
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Der Integralausdruck in TI2Ar ist identisch mit dem Teilintegral TI1Var bei der Ermittlung der
Varianz der Auszahlungen, daraus folgt:
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Der Integralausdruck in TI2Br ist identisch mit dem ersten Teilintegral TI1E des Erwartungs-
wertes der Optionsauszahlung , daraus folgt:
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Der Integralausdruck in TI2Cr ist identisch mit dem Teilintegral TI1E des Erwartungswertes
der Optionsauszahlung und kann gelöst werden als.
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Die Kovarianz kann nun ermittelt werden als Summe der Teilintegrale:
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Unter Verwendung der auf Jahreswerte normierten Parameter m und s wird die Kovarianz
ermittelt als:
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8.7 Herleitung der Verteilungsparameter der Put-Auszahlungen
Die Herleitung erfolgt analog zu der Herleitung für Call-Optionen ausgehend von der Aus-
zahlungsfunktion einer Verkaufsoption auf ein logarithmisch normalverteiltes Underlying:
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8.7.1 Erwartungswert der Put-Optionen
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8.7.2 Varianz der Put-Optionen
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8.7.3 Korrelation der Put-Optionen
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8.8 Arbitragemöglichkeit durch die Put-Call-Parität
Rendite der Put-Call-Arbitrage
für s=0,25 und t=1 
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Abbildung 8-1: Arbitragegewinn aus der Umsetzung der Put-Call-Arbitrage für verschiedene µ
Rendite der Put-Call-Arbitrage
 für µ=0,05 und t=1 
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Abbildung 8-2: Arbitragegewinn aus der Umsetzung der Put-Call-Arbitrage für verschiedene σ
Rendite der Put-Call-Arbitrage
  für µ=0,05 und s=0,25
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Abbildung 8-3: Arbitragegewinn aus der Umsetzung der Put-Call-Arbitrage für verschiedene Restlaufzeiten
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8.9 Ergebnisse der empirischen Untersuchung
8.9.1 Regressionsanalyse
c
K
KSm1
P
P
0
0
soll
ist +
−
⋅=−
Modellzusammenfassung
Modell n Korrelation R-Quadrat
BS 960 -0,722 0,521
CAPM1 960 -0,458 0,209
CAPM2 960 -0,243 0,058
CAPM3 960 -0,675 0,455
Koeffizienten der linearen Regression
Modell Steigung m T-Wert Signifikanz1 Konstante c T- Wert Signifikanz1
BS -1,067 -32,272 <0,001 -0,0831 -12,371 <0,001
CAPM1 -0,559 -15,928 <0,001 -0,0626 -8,791 <0,001
CAPM2 -0,307 -7,746 <0,001 -0,0544 -6,757 <0,001
CAPM3 -0,936 -28,286 <0,001 -0,0773 -11,507 <0,001
1 Wahrscheinlichkeit, daß der Koeffizient Null ist.
8.9.2 Kolmogorov-Smirnov-Anpassungstest
Nullhypothese:  Grundgesamtheit ist normalverteilt.
Extremste Differenzen
Modell N Mittelw. Sd absolut positiv negativ Z-Wert1 Signifik.2
BS 960 -0,190 0,261 0,145 0,089 -0,145 4,498 <0,001
CAPM1 960 -0,119 0,216 0,173 0,109 -0,173 5,363 <0,001
CAPM2 960 -0,085 0,224 0,153 0,125 -0,153 4,728 <0,001
CAPM3 960 -0,171 0,245 0,155 0,099 -0,155 4,796 <0,001
1 Kolmogorov-Smirnov-Z
2 asymptotische Signifikanz (beidseitig); Wahrscheinlichkeit, daß eine Normalverteilung vorliegt.
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8.9.3 Wilcoxon-Test
Nullhypothese:  Die Erwartungswerte der Stichproben sind gleich groß.
Modell
BS-
CAPM1
BS-
CAPM2
BS-
CAPM3
Ränge gesamt 960 960 960
negative 255 260 260
Ränge positive 705 700 700
Bindungen 0 0 0
Mittlerer negativ 280,63 269,66 282,48
Rang positiv 552,79 558,81 554,05
Rang- negativ 71.561 70.111 73.445
summe positiv 389.719 391.169 387.835
Z-Wert -18,512 -18,681 -18,293
Signifikanz1,2 <0,001 <0,001 <0,001
1 beidseitig
2 Wahrscheinlichkeit, daß die Mittelwerte der Verteilungen gleich sind.
Da mehr positive Ränge als negative Ränge gefunden wurden, ist der erwartete Fehler des
CAPM-basierten Optionsbewertungsmodelle größer als der erwartete Fehler des Black-
Scholes-Modells. Da beide Erwartungswerte in der Stichprobe negativ sind, liegt der erwar-
tete Fehler der CAPM-basierten Modell näher an Null als der des Black-Scholes-Modells.
8.9.4 Auswertung der Prognosefehler nach Laufzeiten
November 1998, 94 Optionen
Black-Scholes CAPM-1 CAPM-2 CAPM-3
Mittelwert -12,64% -8,30% -6,93% -11,32%
Standardabw 25,03% 27,75% 25,49% 26,75%
Minimum -87,61% -80,85% -78,43% -85,70%
Maximum 39,20% 36,64% 36,00% 38,32%
Korrelation mit S -66,18% -52,19% -46,86% -62,38%
Dezember 1998, 200 Optionen
Black-Scholes CAPM-1 CAPM-2 CAPM-3
Mittelwert -23,55% -15,94% -13,07% -21,44%
Standardabw 29,95% 26,45% 27,05% 28,43%
Minimum -87,79% -80,62% -77,89% -85,82%
Maximum 30,75% 87,53% 139,88% 31,53%
Korrelation mit S -69,56% -42,77% -27,97% -64,14%
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Januar 1999, 125 Optionen
Black-Scholes CAPM-1 CAPM-2 CAPM-3
Mittelwert -16,63% -13,40% -12,38% -15,66%
Standardabw 23,47% 21,76% 21,58% 22,77%
Minimum -84,52% -79,77% -78,23% -83,10%
Maximum 20,36% 41,51% 48,21% 26,53%
Korrelation mit S -63,67% -49,35% -43,99% -59,78%
Februar 1999, 44 Optionen
Black-Scholes CAPM-1 CAPM-2 CAPM-3
Mittelwert -13,13% -10,43% -8,70% -11,92%
Standardabw 21,04% 19,66% 19,42% 20,42%
Minimum -84,75% -82,72% -80,99% -83,20%
Maximum 9,39% 10,85% 11,25% 9,88%
Korrelation mit S -68,11% -54,86% -49,34% -63,54%
März 1999, 277 Optionen
Black-Scholes CAPM-1 CAPM-2 CAPM-3
Mittelwert -22,85% -15,48% -12,57% -20,85%
Standardabw 27,03% 20,50% 18,23% 25,16%
Minimum -87,27% -80,72% -78,09% -85,52%
Maximum 21,50% 23,30% 25,03% 21,98%
Korrelation mit S -87,08% -75,85% -67,96% -84,83%
Juni 1999, 136 Optionen
Black-Scholes CAPM-1 CAPM-2 CAPM-3
Mittelwert -18,18% -7,66% -2,39% -15,58%
Standardabw 22,06% 12,72% 10,99% 19,61%
Minimum -74,78% -56,72% -47,18% -70,57%
Maximum 11,97% 16,07% 34,61% 12,77%
Korrelation mit S -89,57% -66,76% -22,69% -86,88%
September 1999, 12 Optionen
Black-Scholes CAPM-1 CAPM-2 CAPM-3
Mittelwert -5,11% 0,17% 3,34% -3,96%
Standardabw 10,92% 5,72% 10,45% 8,32%
Minimum -23,91% -12,54% -9,30% -19,49%
Maximum 7,31% 8,71% 25,95% 5,96%
Korrelation mit S -71,53% 16,43% 46,61% -65,00%
Dezember 1999, 42 Optionen
Black-Scholes CAPM-1 CAPM-2 CAPM-3
Mittelwert -16,09% -0,19% 13,40% -12,87%
Standardabw 18,98% 12,24% 30,26% 15,93%
Minimum -67,93% -41,25% -21,87% -62,79%
Maximum 4,46% 35,75% 137,78% 3,19%
Korrelation mit S -79,63% 0,37% 41,51% -74,60%
Juni 2000, 30 Optionen
Black-Scholes CAPM-1 CAPM-2 CAPM-3
Mittelwert -5,56% 1,34% 7,11% -4,21%
Standardabw 9,43% 6,68% 17,60% 6,41%
Minimum -28,83% -10,32% -15,20% -19,92%
Maximum 10,67% 20,37% 68,92% 4,12%
Korrelation mit S -82,49% 62,03% 69,27% -78,79%
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8.9.5 Auswertung der sonstigen Einflußgrößen
Wert BS CAPM1 CAPM2 CAPM3
Korrelation S-Fehler -72,17% -45,76% -24,28% -67,46%
Korrelation DM-Umsatz - Fehler 18,87% 14,67% 10,21% 18,30%
Korrelation Stück-Umsatz - Fehler -7,89% -8,67% -9,57% -7,80%
Korrelation Op. Int.-Fehler -26,96% -20,90% -17,34% -25,61%
Korrelation Op. Int.-Betrag(Fehler) 25,32% 23,30% 20,36% 24,62%
Korrelation=∆Op. Int.-Fehler -0,91% -1,85% -2,87% -0,92%
Korrelation „100 % Emission“-Fehler 2,18% 1,84% 1,19% 2,21%
Korrelation „100 % Rückkauf“-Fehler -3,73% -5,14% -5,52% -4,09%
Korrelation=„100 % keine Emission“-Fehler 4,64% 7,13% 8,38% 5,03%
8.10 Vergleich der Prognosequalität am konkreten Beispiel
Ausübungspreis-Optionspreis-Verhältnis
 DAX-März-99-Call am 11.11.98
Black-Scholes-Modell, verschiedene Volatilitäten
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Abbildung 8-4: Beispiel zum Ausübungspreis-Marktpreis-Zusammenhang für das Black-Scholes-Modell
Ausübungspreis-Optionspreis-Verhältnis
 DAX-März-99-Call am 11.11.98
CAPM-basiertes Optionsbewertungsmodell
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Abbildung 8-5: Beispiel zum Ausübungspreis-Marktpreis-Zusammenhang für das CAPM-basierte Modell
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